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Vorwort des Heransgebers. 



Die nachfolgende Uebersetzung ist vorzugsweise durch 
die Aufforderung des Herrn Professor Gruner t im Archiv 
der Mathematik und Physik Th. XXXIX Heft 3 Litr. 3er. 
CLV. veranlaszt worden, in welchem dieser ausgezeichnete 
Gelehrte folgen dermaszen urteilt: 

„Sollten wir nun unser Urtheil in der Kürze noch im All- 
gemeinen aussprechen, so würden wir dasselbe in den Wor- 
,,ten zusammenfassen: dass wir das vorliegende schöne Werk 
„für ein vortreffliches, sehr vollständiges, in seiner Art jetzt 
„einzig dastehendes Lehrbuch der rein geometrischen Theorie 
„der ebenen Curven halten, durch welches ein Jeder in den 
„Stand gesetzt wird, sich mit Leichtigkeit und grosser Be- 
friedigung eine vollständige Kenntniss des betreffenden 
„Gegenstandes zu verschaffen. Der Herr Verfasser verdient 
„für die Publication dieses Werkes jedenfalls den grössten 
„Dank und wir würden eine sofortige Vebersetzung dessel- 
ben ins Deutsche für ein überaus verdienstliches Unter- 
nehmen und eine wahre Bereicherung unserer Literatur 
„halten." 

Eine Rücksprache darauf hin mit dem Verleger des Ar- 
chivs hatte das hier vorliegende Unternehmen zur Folge. 
Herr Professor Cremona erlaubte mit der gröszten Bereit- 
willigkeit die Uebersetzung des Werkes und hat einige Partien 
desselben für die deutsche Ausgabe einer nicht unwesentli- 
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Vorrede 



chen Aenderung unterzogen. Diese Aenderungen betreifen 
die Curvenreihen vom Index n. Der Erfinder der Haupsätze 
über diese Gebilde, Herr E. de Jonquieres, Commandant 
der Fregatte Le Bertolet vor Vera Cruz, hatte nämlich in 
dem Giornale di Matematiche ad uso degli studenti delle 
Universitä Italiane durch einen Brief an den Herrn Verfasser 
diese Sätze einer nicht unwichtigen Einschränkung unter- 
worfen, und es konnten eben deshalb diese Teile des Wer- 
kes in ihrer ursprünglichen Gestalt nicht bestehen bleiben. 
Eine Vergleichung mit dem Originale wird am ersten die 
Wichtigkeit derselben hervortreten laszen. Die am Schlusze 
beigegebenen Zusätze und weiteren Ausführungen sind ebenso 
die Frucht einer genauen Revision des Werkes durch den 
Verfaszer und einen befreundeten englischen Mathematiker 
Dr. Hirst. Durch die lange Verzögerung des Druckes ist 
es auch möglich geworden, im Haupttexte die neuesten Pu- 
blicationen des Herrn Professor Chasles zu Paris und an- 
dere neuere Arbeiten benutzen zu können, und dadurch teil- 
weise Verbeszerungen anzubringen. 

Im Uebrigen ist das vorliegende Werk eine treue Ueber- 
setzung des Originals mit einigen wenigen, der Conscquenz 
wegen eingeführten und vom Autor gebilligten Aenderungen 
der Bezeichnung. Wo z. B. in dieser üebersetzung die Schwa- 
bacher Schrift zur Anwendung gekommen, hat das Original 
grosze lateinische Buchstaben gewählt. Da aber in den übri- 
gen Partien diese Buchstabengattung nur Linien, nie Puncte 
bezeichnete, so hielt ich mich zu dieser Vertauschung für 
ebenso berechtigt, als verpflichtet. Aus dem gleichen Grunde 
habe ich für die Coefficienten überall, wo sie im Originale 
nicht zur Anwendung gekommen, griechische kleine Buch- 
staben einzuführen mir erlaubt. 

Die Orthographie mag Manchem anstöszig sein. Ich 
hatte die Absicht, dieselbe in die gewöhnliche umzuändern, 
als mir von den beiden ersten Bogen die Aushängebogen 
zukamen, und ich also ohne grosze Opfer des Verlegers eine 
Aenderung in dieser Beziehung nicht mehr ausführen konnte. 
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Schliesslich sage ich noch dem Herrn Professor Grunert, 
der mir mit liebenswürdiger Bereitwilligkeit die Benutzung 
seines Dedicationsexemplars des Originals für die lieber- 
Setzung gestattete, sowie dem Herrn Stud. math. Thiel zu 
Greifswald, der von dem vierten Bogen an die ersten Cor- 
recturen besorgt hat, und der Verlagshandlung für die Be- 
reitwilligkeit, mit der sie meine Wünsche in Betreif der 
Ausstattung genehmigte, hiermit meinen aufrichtigen Dank. 

Thorn im September 1864. 

Der lebersetier. 
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Vorrede des Verfassers. 

„Petit donc qui voudra, dans letat 
actucl de la scieuee, generaliser et creer 
cn geomdtrie : le ge'nic n'est plus indispen- 
sable pour ajouter unc pierre a reMifice.* 

[Chasles, Apercu historique, p. 269.] 

Der Wunsch, durch rein geometrische Methoden die 
Beweise der so wichtigen Sätze zu finden, welche der be- 
rühmte Steiner in seiner kurzen Abhandlung „Allgemeine 
Eigenschaften der algebraischen Curven" (Crelle, T. 47) 
ausgesprochen hat, liesz mich Untersuchungen anstellen, von 
denen ich hier eine, wenn auch unvollständige Probe gebe. 
Aus einigen wenigen Eigenschaften eines Systems von Puncten 
in gerader Linie habe ich die Theorie der Polaren in Be- 
zug auf eine Curve \on beliebiger Ordnung abgeleitet, eine 
Theorie, die sich mir so fast von selbst darbot und sich so 
reich an Folgerungen zeigte, dasz ich mich überzeugt hal- 
ten muszte, in ihr die in Wahrheit natürlichste Methode für 
die Untersuchung der ebenen Curven erhalten zu haben. 
Der einsichtsvolle Leser wird beurtheilen können, in wie weit 
ich mich auf das Wahre gestützt habe. 

Der Teil meiner Untersuchungen, den ich hiermit ver- 
öffentliche, ist in drei Abschnitte geteilt. Der erste dersel- 
ben liefert an sich nicht viel Neues, aber ich glaubte, dasz 
es, auszer der Darlegung der Fundamentallehren, die im 
Wesentlichen die Methode, deren ich mich im Folgenden 
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bediene, ausmachen, dasz es da, sage ich, nicht ohne Nutzen 
sein würde, die wesentlichsten Eigenschaften in Bezug auf 
die Durchschnittspuncte und die Beschreibung- der Curven 
zusammen zu stellen, damit der junge Leser Alles, was zum 
Verständnisz meiner Arbeit nötig ist, hier selbst vorfinde. 

Der .Theorie der Polaren ist der zweite Abschnitt ge- 
widmet. In ihm entwickle und beweise ich mit einfachen, 
und gleichmäszigen geometrischen Methoden nicht allein die 
Sätze Steiners , die er ohne Beweis ausgesprochen hat, son- 
dern auch eine bedeutende Zahl anderer, teils neuer, teils 
schon von den berühmten Geometern Plücker, Cayley > 
Hesse, Clebsch, Salmon und Anderen mit Hilfe der al- 
gebraischen Analyse bewiesener Sätze. 

In dem letzten Abschnitt endlich wende ich die allge- 
meine Theorie auf die Curven dritter Ordnung an. 

Auszer den Werken der oben genannten Geometer habe 
ich noch die von Maclaurin, Camot, Poncelet, Chas- 
les, Bobillier, Möbius, Jonquieres, Bischof f u. A. 
benutzt, deren Studium ich das, was etwa an meiner Arbeit 
Gutes sein sollte, zuschreiben musz. Sehr würde es mich 
freuen, wenn dieselbe in Etwas dazu beitragen könnte in 
Italien die Liebe zu den Betrachtungen der rationellen Geo- 
metrie immer mehr zu verbreiten. 
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Die Grundprincipieii« 



§. i, 



1. Doppel verhältnisz von vier Puncten. Es seien 
in gerader Linie vier Puncte a t b, c, d gegeben. Die beiden 
Puncte a und b bestimmen in Bezug auf den Punct c zwei Ab- 

CLC 

schnitte; das Verhältnisz derselben ist ausgedruckt durch gj. 

In Bezug auf den Punct d entstehen ebenso zwei Abschnitte, 

ad 

deren Verhältnisz in ähnlicher Weise durch ausgedruckt 

wird. Den Quotient dieser beiden Verhältnisze: 

ac.ad 
cb ' db 

nennt man das anharmonische*) oder Doppelverhältrds* der 
vier Puncte a, b, c, d und bezeichnet dasselbe durch das Sym- 
bol (abcd)**). Durch Vertauschung der Rethenfolge, in welcher 
die gegebenen Puncte betrachtet werden, entstehen vierund- 
zwanzig Doppelverhältnisze, ebensoviel als die 
zahl von vier Elementen beträgt Es ist aber: 



*) Chasles, Apercu historique sur rorigine et le developpement des me- 
thodes en g€om€trie (präsente" a l'Academie de Braxelles en janvier 1830). 
Bruxelles 1837, p. 34. — Deutsch von Sohnke, Halle, Gebanersche Buch- 
handlung. 1839. 

**) Möbius, der barycentrische Calcul, Leipzig, Barth. 1827. 8. 244 
B. — Witzschel, Grundlinien der neueren Geometrie, Leipzig, Teubner. 
1858. S. 21 ff. 
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ac ad bd bc ca cb db da 
cb' db da' ca ad' bd bc' ac' 

das heiszt: 

(atorf) = (ftarfc) = (cdab) = (rfcoä) , 

so dasz von diesen vierundzwanzig Doppelverhältniszen je vier 
einander gleich, und daher nur sechs unter ihnen wesentlich 
von einander verschieden sind. Dies sind die folgenden: 

!(abcd), (acdb), (adbc), 
(abdc), (acbd), (adcb). 

Nun ist: 

(ac ( ad\/ad t ac\ 
elf ' db)\db ' cb)~ ! * 

oder in anderer Bezeichnung: 

(abcd)(abdc) = I, 

und dem analog: 

(acdb)(acbd) = 1 , 
(adbc)(adcb) = 1 , 

das heiszt, die DoppelverhKltnisze (I) sind je zwei und zwei, 
wie sie untereinander stehen, reeiprok, in der Art, dasz, sobald 
wir die drei Verhältnisze 

(abcd), (acdb), (adbc) 

als die Grundverhältnisze betrachten, die drei übrigen ihre re- 
eiproken Werte darstellen. 

Für jede vier Puncte a, b, c, d in gerader Linie ist bekannt- 
lich die Gleichung 

bc.ad + ca.bd\ ab. cd = 0 

erfüllt, aus der durch Division mit bc.ad 

ca db ab de 

bc 'ad* bc 'äd~ 1 ' 

das heiszt : 

(abcd) + (acdb) = 1 
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entsteht. Ganz ebenso findet man: 

(acdö) + (adcb) = 1, 
(adbc) + (abdc) = 1, 

so dasz immer je zwei der Doppelverhaltnisze in (1) die Ein- 
heit zur Summe haben. Man hat diese complementäre Doppel- 
verhaltnisze genannt. 

Das Vorhergehende setzt uns in den Stand, wenn eins der 
sechs Doppelverhältnisze in (1) gegeben ist, die übrigen fünf 
zu bestimmen. Setzen wir z. B. (abcd) = A, so ist der reciproke 

Wert (abdc) = die Complemente dieser beiden liefern 

X— 1 

(acdb) = 1 — 1, (adbc) = — ^— und die reciproken Werte dieser 
letzteren geben endlich (acdb) — TZZi un ^ ( a ^ c0 ) = T~l' 



2. Doppel verhältnisz von vier Geraden. Verbindet 
man in Fig. I. die gegebenen Puucte a, b, c, d mit einem belie- 
bigen fünften Puncte 0, der auszerhalb der Geraden ab gelegen 
ist, so nennt man die vier Geraden, die durch o und bezüglich 
durch a, b, c, d gehen, ein Stralenbüschel, und bezeichnet das- 
selbe durch o(a, b, c, d). Nun hat man in den Dreiecken aoc 
und cob: 

ac.ao sin aoc 

cb 'bo~~ sin cob ' 

und ähnlich mittelst der Dreiecke aod und dob: 

ad ao sin aod 
db' bo ~~ sin dob ' 

folglich : 

ac ad sin aoc sin aod 
cb' db sin cob ' sin dob ' 

Bezeichnen wir die vier Stralen des Büschels o(a, b, c, d) 
bezüglich durch A, B, C,D\ durch AC, CB,AD,DB die von ihnen 
eingeschloszenen Winkel, so geht obige Gleichung über in: 

ac % ad s\nAC s\nAD 
cb'db bTdCB '' sTÖDB ' 



6 Erstes Capitel. [§. 1. 

was wir für das Folgende kurz auf symbolische Weise durch 

• (abcd) = sin (ABCD) 

bezeichnen wollen. 

Die rechte Seite dieser Gleichung nennt man das Doppel- 
ter häitnU% der vier Geraden A, B, C,D uod hat also den Satz: 

Lehrsatz I. Das Doppelt er hältnisz von vier Straten 
A,B,C,D, welche sieh in einem Punete o schneiden, ist 
gleich dem Doppelverhältnis% der vier Punete a,b,c,d, in 
denen diese von einer beliebigen Transversale geschnit- 
ten werden. 

Hieraus folgt noch, dasz für eine zweite Transversale, welche 
die vier Straten A, B, C, D bezüglich in a', b', c', d' schneidet, 
das Doppelverhältnisz dieser vier Punete gleich dem der vier 
Durchschnittspuncte der ersten Transversale a,b,c,d ist, und 
umgekehrt; zieht man durch die Punete a,b,c,d vier andere 
Straten, A\ B', C, D\ die sich in o' schneiden, so ist das Dop- 
pelverhältnisz der vier Straten A', B', C, D' gleich dem der vier 
Straten A, B, C, D. 

• i 

3. Construction des vierten Punctes und vierten 
Strales. 

Lehrsatz II. Liegen die vier Punete a,b,c,d in einer 
Geraden, und die drei Punete a',b',c' in einer zweiten, so 
gibt es nur einen einzigen Punct d' in dieser zweiten 
Geraden, für den 

(a'b'c'd')=(abcd) 

wird. 

Dies ist augenblicklich klar, sobald man beachtet, dasz der 
Abschnitt a'b' durch den Punct d' so geteilt werden musz, dasz 

afd' fad t ac\ a'c' 

ist. 

Lehrsatz III. Fallen daher die Punete a und a' zu- 
sammen (Fig. //), so schneiden sich die Straten bb',cc',dd' 
in demselben Punete o. 
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Umgekehrt gilt der 

Lehrsatz IV. Sind für zwei Stralenbüschel A, B, C, D, 
und A',B', C, D', deren Mittelpuncte bezüglich o und o' seien, 
die beiden Doppelverhältnisze 

sin (ABCD) = sinU'B'Cir), 

so liegen, wenn die Stralen A und A' zusammenfallen, so 
dasz also A und A! sowol durch o als durch o' gehen, die 
drei Puncte B* B',C'C,D'D' in einer geraden Linie. 

Liegen a, b, c, d in einer Geraden; a\ b', c', d' in einer zwei- 
ten (Fig. III.), und sind die Doppelverhältnisze (abcd) und (a'b'c'd?) 
einander gleich, so haben nach Nr. 2 auch die beiden Stralen- 
büschel a(a',b',c , t d') und a'(a,b,c,d) gleiche Doppelverhältnisze. 
In diesen beiden Strahlenbüscheln fallen die entsprechenden 
Stralen aa' und a'a zusammen, und folglich liegen die Puncte 
(ab''a'b), (ac'^c) und (ad'a'd) in einer geraden Linie. Diese 
Eigenschaft gibt ein einfaches Mittel an die Hand, den Punct d' 
zu construieren, wenn a,b,c,d und a', b\ c'iß gegeben sind. 

In ähnlicher Weise löst man das entsprechende Problem 
für zwei Stralenbüschel von je vier Stralen. 

4. Harmonische Puncte und Stralen. Ist das Dop- 
pelverhältnisz 

(abcd) = — 1 , 

so nennt man die vier Puncte a, b, c, d harmonische Puncte. 
Natürlich ist dann auch 

(bade) = (edab) = (deba) = (abdc) + 
= (baed) = (cdba) = (dcab) = - 1 . 

Die Puncte a, b und c, d heissen conjugierte oder zugeord- 
nete harmonische Puncte*). 

Liegt der Punct d im Unendlichen, so ist der Grenzwert 

des Verhältniszes jj^ss —1; dann folgt aber aus der Gleichung 

' ■ 

*) Der Panct 6 ist dem Puncte a harmonisch conjugiert in Bezug auf c 
und d und umgekehrt. 
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OC 

(abcd) — — 1 augenblicklich das heiszt, eist der Hai- 

bierungspunet des Abschnittes ab. 

Die Gleichung 



oder auch 



{abcd) = — 1 , 



— + — = 0 
cb + rfd - u 



zeigt, dasz, wenn einer der beiden Puncte c, rf, z. B. c, zwischen 
a und b liegt, der zweite Punct d auszerhalb des endlichen 
Abschnittes ab fallt, dasz ferner, wenn a und b zusammenfallen, 
auch c mit denselben zusammenfällt, uud dasz, wenn a und c 
zusammenfallen, auch d und a zusammenfallen. 

Die harmonische Gleichung individualisiert also den vierten 
Punct, sobald die drei übrigen gegeben sind, fallen diese aber 
zusammen, so ist die Lage des vierten Punctes unbestimmt. 

Dem entsprechend heiszen vier Straten A, B, C, D, die sich 
in einem Puncte schneiden, harmonische Straten, wenn 

am (ABCD) = — 1 

ist, das heiszt, wenn sie von einer beliebigen Transversale in 
vier harmonischen Puncten geschnitten werden. 

5. Harmonische Eigenschaften des vollständigen 
Vierseits. Es sei (Fig. IV.) ein vollständiges Vierseit gege- 
ben, das heiszt, ein System von vier Geraden, die sich zu zwei 
und zwei in sechs Puncten a, b, c; a', b' t c', schneiden. Die drei 
Diagonalen aa', bb 4 cc' bilden ein Dreieck abc. Bezeichnen wir 
durch x den zugeordneten harmonischen Punct von f> in Bezug 
auf c und c' ; den zu c zugeordneten harmonischen Punct in 
Bezug auf b und b' durch y, so musz sowol der zu aa' in Be- 
zug auf acb' und ae'b zugeordnete harmonische Slral, als auch 
der zu a'a in Bezug auf a'bc und a'b'c' zugeordnete harmonische 
Stral durch x und y gehen. Diese beiden Puncte fallen daher 
mit ft, dem gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte der Diago- 
nalen, zusammen, und damit ist bewiesen, dasz jede Diago- 
nale durch die beiden andern harmonisch geteilt wird. 
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Hieraus ergibt sich eine einfache Regel zur Construction 
eines der vier harmonischen Puncte a,c f b,b\ wenn die drei 
übrigen gegeben sind. 

Eine ähnliche Beziehung findet für das vollständige Vier- 
eck (System von vier Puncten, die zu je zwei in sechs Geraden 
liegen) statt, und liefert das Mittel zur Construction eines har- 
monischen Stralenbüschels. 

6. Bedingung, dasz vier Puncte harmonische sind. 
Vier Puncte m lf m 2 , m 2 , 77* 4 einer Geraden können, indem man 
sie alle auf einen fünften Punct 0 derselben Geraden bezieht, 
durch eine Gleichung des vierten Grades von der Form 

(2) a.öw 4 + 4/3.öm 3 + öy.öm 2 + 4ö.öm + £ = 0 

repräsentiert werden. Die vier Wurzeln derselben kann man 
nämlich als die vier Abschnitte 

077*1 , 077*2, WMgj 077* 4 

auffaszen. 

Ist nun das Doppelverhältnisz {m l 7n. l m 3t md der negativen 
Einheit gleich, so ist: 

W3 . 77*477*2 *§• 77*277*3 . m^in^ =0, 

das heiszt, wenn wir für die Abschnitte 

f/»i*?» 8 , m^m^t m 2 m 3 , m 4t m l 

die Differenzen 

om 3 — om 1 , om 2 — om 4 , om* — om^, om x —om^ 

einführen und auf die bekannten* Relationen zwischen den Coef» 
ficienten und den Wurzeln einer Gleichung Bezug nehmen: 

♦ 

a{pm l . 077*2 + 077*3 • om *) — 2y = 0. 
Dem entsprechend folgen aus den Gleichungen 
(m 1 m 3 f7} 4 i7i 2 ) = — 1 , {m^m^m^m^) = — 1 
die Relationen: 

«(0% . 077l 3 + 07» 4 • 077* 2 ) — 2/ = 0, 
«(077*! . 077* 4 + 0771a . 0771a) — 2y = 0. 
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Durch Multiplication dieser drei Gleichungen erhalten wir 
die notwendige, aber auch hinreichende Bedingungsgleichung da- 
für, dasz eins der drei Systeme 

(f» 1 «i 2 w 3 w 4 ) ) (jw 1 w s w 4 w i ), (m 1 m 4 i» s }it t ) 

ein harmonisches System von Puncten darstellt. Die Endglei- 
chung ist für die Abschnitte om l ,om i , om 9 , om^ symmetrisch, 
man kann sie also nur mittelst der Coefficienten der Gleichung 
(2) darstellen. Wir erhalten so: ^ 

aye + 20y<J — a . 6* - e . ß*.- y 8 - 0 

als Bedingung, dasz die durch Gleichung (2) gegebenen Puncte in 
beliebiger Ordnung genommen ein harmonisches System bilden*). 



§2. 

Projectlvisctae Ponctreihen und Stralenbüechel. 

7. Erklärung pr ojecti vischcr Gebilde. Wir bezeich- 
nen durch den Namen einer Punctreihe eine Folge von Punc- 
ten, die in derselben Geraden gelegen sind, und durch Stra- 
lenbüschel eine Folge von Geraden, die, in derselben Ebene 
gelegen, durch denselben Punct genen. Diesen Punct selbst 
nennen wir Mittelpunct oder Cenlrum des Stralenbüschels**). 
Punctreihe und Straienbüschel faszen wir unter dem Namen 
Geometrisches Gebilde zusammen, und verstehen unter Element 
eines geometrischen Gebildes die einzelnen Puncte, oder die 
einzelnen Stralen, aus denen eine Punctreihe oder ein Straien- 
büschel zusammengesetzt ist. 

Zwei geometrische Gebilde heiszen projectivisch, wenn 
zwischen ihren Elementen eine solche Relation besteht, das% 
jedem Elemente des einen Gebildes ein einziges bestimmtes 
Element des andern Gebildes entspricht, und einem jeden Ele- 
ment dieses zweiten Gebildes ebenso nur ein bestimmtes Ele- 
ment des ersten Gebildes***). 

*) Salmon, Lessons introductort/ to the modern higher algebra, Dublin 
1859. p. 100. 

**) Bellavitis, Geometria descritiiva, Padova 1851, p. 75. 
***) Chasles, Principe de correspondance entre deux objets variables etc. 
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So bilden z. B., wenn ein Stralenbüschel durch eine belie- 
bige Transversale geschnitten wird, die Durchschnittspuncte eine 
projectivische Punctreihe des Stralenbüschels. 

Aus obiger DeGnition folgt offenbar: 

Lehrsatz I. Zwei Gebilde, die beide in Be%ug auf ein 
drittes projectivisch sind, sind auch unter sich projecti- 
visch. 

8. Gleichheit der Dop pelverhält nisze. Betrachten 
wir zuerst zwei gerade Punctreihen. Es seien j und / zwei 
feste Puncte in jeder der beiden Geraden je einer, so ist jeder 
Punct m der ersten Geraden durch den Abschnitt jm, jeder 
Punct m' der zweiten Geraden durch den Abschnitt fm 4 voll- 
ständig bestimmt. Sind nun die beiden Punctreihen projectivisch 
und m und m' einander entsprechende Puncte, so wird zwischen 
den Abschnitten jm und fm 4 eine Relation bestehen, die in Ge- 
mäszheit unserer Definition projectivi^cher Gebilde die Form 

(1 ) x .jm.j'm' + k.jm + fi.j'm 4 + v = 0 

haben musz, wobei x, X, ft, v constante Coefficienten bedeuten. 
Diese Gleichung läszt sich vereinfachen, wenn man die Anfangs- 
puncte j und f angemeszen bestimmt. Ist j der Punct der ersten 
Punctreihe, deszen entsprechender Punct der zweiten Punct- 
reihe im Unendlichen liegt, so musz dem Abschnitte jm = 0 
der Abschnitt j'm' = oo entsprechen, es musz also /* = 0 sein. 
Ist ebenso j 4 der Punct der zweiten Punctreihe, dem der un- 
endlich entfernte Punct der ersten Punctreihe entspricht, so 
musz auch A- gleich Null sein, und die Gleichung (1) geht Ober in: 

(2) # jm.j'm' 
wo x eine Constante bezeichnet. 

Es seien a,b,c,d vier Puncte der ersten Punctreihe; a 4 , b\ 
c 4 , d? die vier entsprechenden Puncte der zweiten, dann folgt 
aus Gleichung (2): 



(Comptes rendus.de l'Academie de France, 24. ddcembrc 1855). — Bai- 
taglini, Sulla dipendenza scambievoh delle figure (Memoric dellc R. Acca- 
demia dellc sciencc, vol. 2. Napoli 1857, p. XXI u. p. 188). 
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und daher: 



ac — ~ — — . 
ja. je 



Für c'b\ a'd', d'b' findet man entsprechende Werte und 
hieraus: 

a'c* % a'd k ac # ad 

&b''' d'b' — Jb'Jb' 

das heiszt: 

(a'b'c'd') = {abcd). 

Es sei zweitens ein Stralenbüschel und eine ihm projecti- 
vische Punetreihe gegeben. Wir ziehen eine beliebige Trans- 
versale welche nach Nr. 7. das Stralenbüschel in einer projec- 
tivischen Punetreihe schneidet, die nach derselben Nummer der 
ersten Punetreihe ebenfalls projectivisch ist. Sind a, b, c, d 
vier Puncte der gegebenen Punetreihe; A, B, C, D die ihnen 
entsprechenden Straten des Büschels; a', b% c', d* die Puncte, 
in welchen die Transversale diese vier Straten schneidet, so ist 
nach dem Vorhergehenden: 

{a'b'c'd') = (abcd). 
Aber nach Nr. 2. ist auch: 

(a'b'c'd') = sin {ABCD), 

folglich : 

{abcd) = 8in(ABCD). 

Seien endlich zwei projectivische Stralenbüschel gegeben. 
Wir schneiden sie durch zwei Transversalen (oder auch nur 
durch eine einzige). Es entstehen dadurch zwei Punctreihen, 
die bezüglich zu den Stralenbüscheln projectivisch sind und also 
auch projectivisch unter sich. Bezeichnen A, B, C, D vier Stra- 
ten des ersten Büschels, A', B* t C, D' die vier entsprechenden 
Stralen des zweiten; a, b, c, d und af b' c' d' bezüglich die 
Durchschnittspuncte dieser Stralen mit den beiden Transver- 
salen, so ist, weil beide Punctreihen projectivisch sind, 

(a'b'c'd') = {abcd). 
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Nach Nr. 2 ist aber : 

(afb'c'd') = s\n(A'B'CD') 9 
(abcd) = sin (AB CD) ; 

also : 

sin (A'B'CD') = sin (ABCD). 

Alles zusammengenommen ergibt den Satz: 

Lehrsatz II. Das Doppelverhältnis* aus vier beliebi- 
gen Elementen eines geometrischen Gebildes ist gleich 
dem Doppelverhältnis* aus den vier entsprechenden Ele- 
menten eines ihm projectivischen geometrischen Gebildes. 

Um also zwei projectivische Gebilde zu entwerfen, reicht 
es hin, drei der Elemente und die drei entsprechenden nach 
Willkür zu wählen, z. ß. die Punctpaare a, af; b t b'; c, c'. Jedes 
weitere Element des einen Gebildes, z. B. m, bestimmt dann 
das entsprechende Element des anderen Gebildes m' aus der 
Gleichheit der beiden Doppelverhältnisze (a'b'cfm') = (abcm). 

9. Projectivische Punctreihen auf einer Geraden. 
Legen wir zwei projectivische Punctreihen auf einander, oder 
haben wir zwei projectivische Punctreihen auf derselben Gera- 
den, was wir z. B. durch Durchschneidung zweier projectivischer 
Stralenbüschel durch eine einzige Transversale bewirken kön- 
nen, so ist nach Gleichung (2) in Nr. 8 die Projectivität dieser 
Punctreihen ausgedrückt durch: 

jm.j'm' = % 

Mittelst dieser Gleichung wollen wir untersuchen, ob es 
einen Punct m gibt, der mit seinem entsprechenden Punct m' 
zusammenfallt. 

Denken wir uns die beiden Punctreihen durch gleichzeitige 
Bewegung zweier entsprechender Puncte m und m! entstanden, 
so werden sich diese Puncte offenbar in demselben Sinne oder 
in entgegengesetztem bewegen, je nachdem die Constante x 
negativ oder positiv ist. 

Es sei zuerst x>0. Offenbar kann man in diesem Falle 
auf der Verlängerung des Abschnittes fj einen Punct e bestim- 
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men, so dasz je.fe = x ist. Nehmen wir dann auf der Verlän- 
gerung von jj' einen Punct f so an, dass seine Entfernung von 
/ gleich der Entfernung des Punctes e von j ist, so ist auch 
jf.ff= x, und es fallen daher die Puncte e und /, als Elemente 
der einen Punctreihe betrachtet, mit den ihnen entsprechenden 
Elementen der zweiten Punctreihe zusammen. 

Sei zweitens x = — X 2 . In diesem Falle können die beiden 
Puncte m und m' nur zusammenfallen, wenn sie zwischen j und 
f liegen. Es handelt sich also in diesem Falle nur darum, den 
Abschnitt jf in zwei andere Abschnitte zu teilen, so dasz ihr 
Product gleich X 2 sei. Ist nun 2A<j[/', so sind e und f, die 
Fuszpuncte der Perpendikel auf jf, welche durch den Halbkreis 
über jj' als Durchmeszer und jf begränzt gleich X sind, zwei 
der Aufgabe entsprechende Puncte. Ist 2k = jj', so fallt nur 
der Halbierungspunct von jf mit seinem entsprechenden Puncte 
zusammen. Ist endlich 2A>jJ/' so hat die Aufgabe keine reelle 
Auflösung. Hieraus folgt: 

Lehrsatz III. Werden %wei projectivische Punctreihen 
aufeinander gelegt, so haben sie immer %wei gemein- 
schaftliche (reelle, imaginäre oder zusammenfallende) 
Puncte, die gleichweit vom Halbierung spunde des Ab- 
schnittes jf abstehen, . 

Da die gemeinschaftlichen Punkte höchstens zwei sein 
können, so folgt aus dem Obigen noch, dasz, wenn zwei pro« 
jectivische Punctreihen aufeinandergelegt drei einander entspre- 
chende Puncte gemein haben, dieselben identisch sind. Wirk- 
lich fällt nach dem Früheren, wenn 

(abcm) = (abcm') 

ist, der Punct m mit m' zusammen. 

Sind e und f die zwei gemeinschaftlichen Puncte zweier 
projectivischer aufeinander gelegter Punctreihen ; a und af, b 
und b* zwei beliebige einander entsprechende Punctpaaro, so 
besteht die Gleichheit der Doppelverhältnisze: 

(abef) = Wef), 

und da dieses sich auch auf folgende Weise schreiben läszt 
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(aa'ef) = (bb*ef) , 

" so folgt augenblicklieb: 

Lehrsatz IV. Das Doppelter hältnist, (aa'ef) ist con- 
stant für jedes beliebige sieh entsprechende Punctpaar a,a'. 

10. Concentrische Stralenbüschel. Schneiden wir 
zwei projectivische concentrische Stralenbüschel durch eine 
Transversale, so entstehen auf derselben zwei projectivische 
Punctreihen. Die einander entsprechenden Puncte m und m' 
sind die Durchschnittspuncte der Transversale mit zwei sich 
entsprechenden Straten M und AT der beiden Stralenbüschel. 
Sind nun e und f die gemeinschaftlichen Puncte der beiden 
Punctreihen, so müszen, da die Puncte e und f der ersten 
Punctreihe mit den entsprechenden Puncten e' und f der zwei- 
ten Punctrelhe zusammenfallen, auch die Straten E und F 
des ersten StraleobÜschels bezuglich mit den ihnen entspre- 
chenden Straten des zweiten Straten buscheis zusammenfallen. 
Daher der Satz: 

Lehrsatz V. Zwei concentrische projectivische Stra- 
lenbüschel haben immer zwei (reelle, imaginäre oder 
zusammenfallende) gemeinschaftliche Straten, so 
das% jeder von ihnen sich selbst entspricht. 



§. 3. 

Theorie der harmonischen Mittelpunete. 

11. Erklärung der harmonischen Mittelpunete. 
Es seien auf einer Geraden n Puncte a x , c^, a 3 ,...,a n und 
ein Pol o gegeben, man soll einen Punct m auf derselben Ge- 
raden so bestimmen, dasz die Summe der Producte aus je r 
der n Verhältnisze 

max mwi ma* ma* 

~6~a^ 9 ~b~aj' "'^T 

gleich Null sei. 
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1 /ma\ 
Bezeichnen wir diese Summe durch das Symbol 2i — \, 

so ist der Punct m mittelst der Gleichung 

<»> 

bestimmt, die man, da identisch ma = oa — om ist, auch auf 
folgende Weise 

oder entwickelt: 



schreiben kann. Das Symbol |^T] bezeichnet die Zahl der 
Combinationen aus n Elementen zur r-ten Classe. 

Die Gleichung (3) gibt, da sie für om vom r-ten Grade ist, 
r verschiedene Lagen des Punctes m. Diese r Puncte 

W| , m% , Wl% , • • • » , ttir 

nennt man harmonische Miltelpuncte*) vom r-ten Grade für das 
gegebene Punctsystem 

a l> <*B> öj|,....,fln 

in Bezug auf o als Pol. 

Ist r = l, so gibt es nur einen solchen Punct, den schon 
Poncelet unter dem Namen Centrum der harmonischen Mit- 
tel betrachtete**). 



*) Jonquikres, Memoire sur la thäorie des pdles et polaires etc. (Jour- 
nal de M. Liouville, aout 1857, p. 266). 

**) Memoire sur les centres des moyennes harmoniqties. {Cr eile' s Journal 
T. 3. Berlin. Reimer. 1828. S. 229). 
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Für n = 2 wird der Punct m der zu 0 zugeordnete harmo- 
nische Punct in Bezug auf a t und a t (m. s. Nr. 4.). 

Recip ro citüt zwischen harmonischem Mittel« 
punct und Pol. Multipliciert man Gleichung (1) in Nr. 11. mit 
oa l .oa^. .. .oa n , und dividiert sie darauf durch ma l .ma^....ma n , 
so geht sie, wie man sogleich übersieht, über in : 

woraus sich augenblicklich folgender Lehrsatz ergibt: 

Lehrsatz I. Ist m ein harmonischer Mittelpunct vom 
Grade r für ein gegebenes Punctsystem bezogen auf den 
Pol o, so ist umgekehrt o ein harmonischer Mittelpunct 
vom Grade n—r für dasselbe Punctsystem, aber bezogen 
auf den Pol m. 

13. Harmonische Mittelpuncte verschiedner Grade. 
Sind m l ,m t ,m Zi .... t m r die r Puncte, welche der Gleichung 
(3) in Nr. 11. genügen, und bezeichnet m den harmonischen 
Mittelpunct ersten Grades des Systems dieser r Puncte fär o 
als Pol, so haben wir die der Gleichung (2) in Nr. 11. analoge 
Gleichung : 

oder, wenn wir entwickeln: 

- = *(--) 

om \om/i 
Aus Gleichung (3) in Nr. 11 folgt aber: 

z (s)i = i*(a)i' 

und folglich ist 

so dasz die Gleichung 
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\om oa/i 

anzeigt, es sei nt auch der harmonische Mittelpunct ersten Gra- 
des des gegebnen Punctsysteros a l% a 2 , fl 3 , .... fl« für o als Pol. 

Sei weiter m einer der beiden harmonischen Mittelpuncte 
des zweiten Grades für o als Pol und das System tn lt m 2 , m,, 
.... t mr, so ist die der Gleichung (2) in Nr. II. analoge Glei- 
chung : 

Z Qrm~~ otn) 2~ °' 

Hieraus folgt: 

aus Gleichung (3) Nr. 11. ist aber: 

V»»»/, n V«<»/i 

Vom/, n(n — 1) \oaJ % 
und durch Substitution dieser Werte entsteht: 



das heiszt 



2 \om oa) t ®' 



Folglich ist m auch der harmonische Mittelpunct zweiten Grades 
des Punctsystems a lt 0%, Of . « . . , ttn für 0 als Pol. 

Bezeichnet man so weitergehend durch m nach und nach 
einen harmonischen Mittelpunct des dritten, vierten, {r—V)- 

ten Grades des Punctsystems m lt m^, m^, , m r für o als 

Pol, so erhält man völlig analoge Resultate und hat damit 
den Satz : 

Lehrsatz II. Wenn m lt m 2f ?n if . . . . , tn r die harmohi- 
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sehen Mittelpuncte rten Grades eines gegebenen Punct Sy- 
stems a l ,a 2 ,a 3 , ....,a r für o als Pol bedeuten, so sind 
die harmonischen Mittelpuncte vom Grade s (s < r) des 
Systems m ly m^,m Sf ... .,mr für den Pol o gleichzeitig die 
harmonischen Mittelpuncte des s-ten Grades des ursprüng- 
lichen Systems für denselben Pol o. 



14. Harmonische Mittelpuncte für verschiedene 
Pole. Ist m ein harmonischer Mittelpunct des (n — l)*ten Gra- 
des in Bezug auf das gegebne System <*,, a 2 , a 3 , ....,a n für o 
als Pol, so gilt Gleichung (4) in Nr. 12., wenn man in derselben 
r = » — 1 setzt. Führen wir einen beliebigen Punct,/ der ge- 
gebenen Geraden mittelst der bekannten Identitäten : 

oa = oj+ja, ma—ja—jm 
ein, so haben wir: 

\ja -jmJi 

woraus nach gehöriger Entwicklung entsteht: 

lm^^\n.oj\Z{ja\\ 

t (n _ })oj£(jah + 2£(ja) t \ 
v { +^«-»|(»-2)o/^(ya) 2 -f 32(ja)*\ > =0. 



+ (- 1)— Mo^(/b)«-i + nZ(Ja)n\ 



Sind m t , m 2 , tn*, ....,m n -i die harmonischen Mittelpuncte 
des (« — l)-ten Grades des gegebeneu Systems für den Pol 
o t genügen sie also der Gleichung (5), so ist: 

vv j m \ _ (" - r)ojE(ja)r + (r + 1 )2Ua) r +i 

i * • ■ 

1 

Bezeichnet nun tn einen der harmonischen Mittelpuncte vom 
(» — 2)-ten Grade für das System m lf m i ,m Si . . . . , mn-i und 
einen Pol o', der in der gegebenen Geraden liegt, so ist die 
der Gleichung (5) entsprechende Gleichung gegeben durch: 

2* 
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(n-%o'jZUm)x + ^(Jm^) 

+Jm»- 4 1 (n - Z)o'j2Um) t + 32(^1), } f = 0. 

— i 

+ (- 1)— » { o'jZ{jm)n-2 + (« - I)£OlV-i ) 

Setzt man hierin für Z(Jm) r den Wert aus der vorhergehenden 
Gleichung, so erhält man: 

oj.o'j \ n(n — 1) . ,/m«-*— (* — l)(n — 2) . jm^Z{Ja) x 

+ (* - 2)(n - 3) .jm*-*£(ja)% 



+ (oj+o'j)\(n-\) Jm— — 2(n-2) Jnr»- S 2:(ya) 9 ) ^=0. 



+ { 1.2,/ta"--*£(./a)t— 2.3^m»- 8 2:(ya)343.4jm— 4 ^C/«)4- • \ 

Da diese Gleichung in Bezug auf 0 und o' symmetrisch ist, 
so folgt hieraus: 

Lehrsatz III. Sind m t , nu l} m^, — ,m n -i die harmoni- 
schen Mittelpunkte vomGraden—V des Systems a x ,a^,a^,..a n 
für o als Pol, und m\,m' z ,m' 3 , — , m' u -i die harmoni- 
schen Mittelpunkte ebenfalls vom (n-l)-ten Grade für 
dasselbe System a^a^Oj, — , a n , aber in Bezug auf einen 
andern Pol o', so fallen die harmonischen Mittelpuncte 

vom Grade n — 2 des Systems m l ,m ZJ m i , , m u für o' 

als Pol mit den harmonischen Mittelpuncten desselben 
Grades des Systems m\,m' t ,m' z , m' n -i für o als Pol 
zusammen. 

Durch successive Anwendung dieses Satzes gelangt man 
zur Ausdehnung desselben auf harmonische Mittelpuncte eines 
beliebigen Grades und zu dem Satze: 

Lehrsatz IV. Sind m x , ?n 2 , m 3 , . . . . , m r die harmoni- 
schen Mittelpuncte des r-ten Grades des gegebenen Puncto 
Systems «j, a^, a 3 , .. . ., a n in Bezug auf den Pol o; m\, 
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m' 2 , m' 3 , mV die harmonischen Mitteipuncte vom 
Grade r' für dasselbe Punctsystem , aber ßr denPol o', 
so fallen die harmonischen Mitteipuncte vom Grade 
r +r' — n des Systems m lf m*, m^, m r ßr den Pol o' 
mit den harmonischen Mittelpuncten desselben Grades ßr 
das System m\ y m\ 9 m\ >»V und den Pol o zu- 
sammen. 

15. Specielle Fälle.* 1. Sind m und m bezuglich die 
harmonischen Mitteipuncte des ersten Grades der zwei Systeme 

«i • <h* %, «n; 

in Bezug auf o als Pol, so ist 

n 1 J_ 

om — oa, + oo 2 + * - + oa fl ' 

«-i 1 i 1 . +_L 

Fällt tt mit a t zusammen, so entsteht durch Subtraction 
der beiden letzten Gleichungen: 

om = om, 

und hierin ist der Lehrsatz enthalten: 

Lehrsatz V. Ist a x der harmonische Miltelpunct des 
ersten Grades des Systems a 2 , a 3 , — ,a„, in Be%ug auf 
den Pol o, so ist « 4 auch der harmonische Miltelpunct 
des ersten Grades ßr das System a lt a.» a*, . . .., a n und 
denselben Pol. 

16. Specielle Fälle. 2. Wir haben im Obigen still- 
schweigend vorausgesetzt, es seien die Puncte a l9 a^ a 3 , . . .., a n 
alle von einander verschieden. Nehmen wir jetzt an, es fielen 
die r Puncte 

Ol», «a-l, On-1, . . .., a n -r+\ 

in einen einzigen zusammen, es sei dies der Punct a 0 , dann 
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folgt aus Gleichung (5) Nr. 14. augenblicklich, wenn wir für den 
willkürlichen Anfang i den Punct a 0 setzen : 

£(ia)n = 0, 
2(ia)n-i =0, 



2:(to)«. r+ i = 0. 

Die Gleichung (5) Nr. 14. wird daher durch c^m^ 1 teilbar, oder, 
was dasselbe ist, es fallen r — 1 harmonische Mittelpuncte vom 
Grade n — Y mit a 0 zusammen, und zwar für jeden beliebigen 
Pol o. Beachten wir den Satz in Nr. 13., so folgt noch, dasz 
r — 2 harmonische Mittelpuncte vom Grade n — 2, r — 3 har- 
monische Mittelpuncte vom Grade n — 3, endlich ein har- 
monischer Mittelpunct vom Grade n — r + 1 mit Oq zusammen- 
fallen. 

17. Specielle Fälle. 3. Gleichung (3) Nr. 11. mit dem 
Producte aus öm r und (— iy.oai .0a*....0On multipliciert liefert: 



om r 2(oa)n-r — (»— r + l)i wiV-'' l E(oa)m-r+\ 
(6) j + (*— r + M)iömr-*2(oa)n-T+* £ Q 

-f (-l)r(n-r+l) r 2;(0fl)„ 
Hierin bezeichnen die Symbole 

(n-r+1),, (n— r+l) 2 , (n_r + l) r 

wie gewöhnlich die Binomialcoefficienten. 
Nehmen wir nun an, der Pol o fiele mit 

«n, On-l, «n-2, ö*-*+l 

in einen einzigen Punct zusammen, so folgt: 

2{oa)n = 0, 
2(oa)n-i = 0, 

2(oa)n-$+i =0; 
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die Gleichung (6) w ird durch Öm» teilbar, und der Pol 0 ist der 
Ort für 8 harmonische Mittelpuncte eines beliebigen Grades. 
Die übrigen r — s harmonischen Mittelpuncte vom Grade r er- 
geben sich aus der Gleichung 

öm r -*Z{oa)n- T 
— (n — r + 1)! . ömr- e - l 2(od) n - r +i 
+ (n—r- ömr— *2(oa) n -r+2 



worin 2(oa) nur die Puncte a lt a^, ö 3 , a n -« enthält. Die 
r— 8 übrigen Puncte m, welche mit dem *-mal genommenen 
Pol o die harmonischen Mittelpuncte des r-ten Grades für das 
Punctsystem a u ß. 2 > a z> * a n und den Pol o bilden, sind da- 
her die harmonischen Mittelpuncte des (r — #)-ten Grades für 
das Pupctsystera a Li a. £ , a 3 , , a n - t und denselben Pol o. 

Offenbar ist die letzte Gleichung für s = r-\-l identisch 
erfüllt, was auch m für ein Punct sein mag; fallen also r-f 1 
Puncte a und der Pol o in einen Punct zusammen, so werden 
die harmonischen Mittelpuncte vom Grade r unbestimmt, und 
man kann daher für sie beliebige Puncte der Geraden a l a 2 a 3 ...a n 
nehmen. 

18. Unveränderlichkeit der Eigenschaften der har- 
monischen Mittelpuncte bei der Centralprojection. 
Liegt das System von n Puncten a t , a^, a*, . Oa und ein 
Pol o in einer Geraden R (Fig. V*), und ist auszerdem m ein 
harmonischer Mittelpunct vom r-ten Grade, so besteht zwischen 
den Abschnitten ma und oa die Relation (1) in Nr. 11. Ist nun 
c ein beliebiger Punct auszcrhalb der Geraden R und die Gera- 
den CO, ca, cm gezogen; schneiden wir ferner diese Stralen 
durch eine zweite beliebige Transversale Rf und zwar bezüg- 
lich in o', a', m', so ist: 

» 

ma t m'a' _ smcm'a' 
ca ' ca' s'mcma ' 

und dem entsprechend: 
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oa . o'a' sin coV 

ca ' ca' ~~ sincoa * 

Au» beiden Gleichungen folgt: 

ma , mV _ sincwV # smcwa 
oa ' o'«' ~" sinco'a' ' sin coa' 

Die rechte Seite dieser Gleichung bleibt unverändert, wenn 
man für a und a' zwei andere sich entsprechende Puncto sub- 
stituiert, und somit ist auch 

Ttidy m ma.i man 
oa v ' oa^ oa n 

m'a'x m'a\ m'a'„ 
~ o'a\ VöV '- : ^flV 

tfia 

Gleichung (1) Nr. 11. ist nun aber für die Gröszen — homogen. 

u (l 

folglich ist auch 

und hierin ist der Satz ausgesprochen: 

Lehrsatz VI. Ist m ein harmonischer Mittelpunct des 
r-len Qrades für ein gegebenes System von Puncten a lf 

0.2,03, , a n auf einer Geraden und in Bezug auf einen 

Punct 0 derselben Geraden als Pol, und man projiciert 
alle diese Puncte mittelst eines beliebigen durch alle ge- 
legten Stralenbüschels auf eine beliebige Transversale, 
so ist der Punct m', die Projeclion von m, ein harmoni- 
scher Mittelpunct des r-ten Grades für das System von 
Puncten a\, a'%, a\, a'„, den Projectionen der Puncte 
a \> «a> «3> a„, und für den Pol o', der Projeclion von o. 

Dieser Satz setzt uns in den Stand, die oben für Punct- 
reihen auf einer Geraden gegebenen Erklärungen und Lehrsätze 
auf ein durch denselben Punct gelegtes Stralcnbüschel zu uber- 
tragen. 

19. Harmonische Axen. Es sei ein System von n 
Straten A u A* 9 A 3 , .. ., An und ein anderer Stral 0 gegeben, die 
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alle in einer Ebene liegen und durch den festen Punct c geben. 
Eine beliebige Transversale R, die nicht durch c geht, schneide 
das gegebene System in den Puncten a t , a 2 , a 3 , .... , a n ; den 
Stral 0 in o. Sind nun m X) m%, m 3 , m r die r harmonischen 
Mittelpuncte des r-ten Grades für dan Punctsystem a lt a. 2 , a 3 , 

a R und den Pol o, so heiszen die Straten M lf M 2 , 3f 3 Mr, 

die man durch c und bezüglich durch die Puncte m l , ?n 2 ,m 3 , 
....,m r legen kann, harmonische Axen des r-ten Grades für 
das gegebene Stralensystem A lt A 2 , A 3 , An und den Stral 0. 

Betrachten wir ausschlieszlich solche Straten, die durch c 
gehen, so gelten folgende, den oben für Punctsysteme auf einer 
Geraden bewiesenen Theoremen entsprechende Sätze: 

Lehrsatz VII. Ist M eine harmonische Axe des r-ten 
Grades für das gegebene Stralensystem A lf A 2 , A 3 , .... , A n 
in Bezug auf den Stral 0, so ist 0 eine harmonische Axe 
des (n — ryten Grades- für dasselbe Stralensystem in Be- 
zug auf den Stral M. 

Lehrsatz VIII. Sind M x , Jfg, M 3 , ....,M r die harmoni- 
schen Axen des r-ten Grades für ein gegebenes Stralen- 
system A Vi A 2 , A 3 , ... y An in Bezug auf den Stral 0, so 
sind die harmonischen Axen des s-ten Grades (*<r) des 
Slralensystems M if M 2 , M 3 , — ,M r in Bezug auf den Stral 
0 auch die harmonischen Axen desselben Grades für das 
erste Stralensystem in Bezug auf den nämlichen Stral 0. 

Lehrsatz IX. Sind M u Jf 3 , M r die harmoni- 
schen Axen r-ten Grades für das System von Straten 
, A lf A 2 , A 3t . An in Bezug auf den Stral 0; Jf t , Jf a , Jf s , 
M'r ebenfalls die harmonischen Axen des r-ten Gra- 
des für dasselbe Stralensystem, aber bezogen auf den 
Stral 0' y so fallen die harmonischen Axen vom Grade 
r + r' — n des Systems der Straten M lt Jf 2 , if 8 , . . . ., M r be- 
zogen auf den Stral 0' mit den harmonischen Axen des 
nämlichen Grades für das Stralensystem & u M' 2 , AT 8 , Af r , 
aber bezogen auf den Stral 0, zusammen. 

Lehrsatz X. Fallen r Straten des Systems A lt A^, A 3 , 
An in einen Stral zusammen, so ist für jeden beliebi- 
gen weiteren Stral 0 der obige r- fache Stral der Ort für 
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r-1 harmonische Axen des (n-\)-ten Grades, ßr r-1 
harmonische Axen des (»— 2)-ten Grades, ßr eine 
harmonische Axe des (n—r + \)-ten Grades. 

Lehrsatz XI. Fallen s Stralen An, A n -i, A n -i, A*-z, 
An-*+i unter sich und mit dem Stral 0 in einen Stral 
Zusammen, so ist dieser der Ort ßr s harmonische Axen 
eines beliebigen Grades und die andern r-s harmoni- 
schen Axen des r-ten Grades sind die harmonischen Axen 
des (r—syten Grades ßr das System A lf A& A z , An-» 
be*ogen auf den Stral 0. 

'20 Andere Auffaszung der harmonischen Axen. 
Wenn die Tranaversale K der Nr. 18, durch den Punkt 0 geht, 
oder die Gerade R sich um den Punct 0 drehend gedacht wird, 
so läszt sich der dort bewiesene Satz auch folgenderraaszen 
aussprechen : 

Lehrsatz XII« Gegeben sind n Stralen A lt A*, A B , 

An, die durch den festen Punct c Sehen Führt man 

durch einen zweiten festen Punct o einen Stral R, der 
die n Stralen in den Puncten a lf a» «,,...., «» schneiaei, 
so bestimmen die harmonischen Miltelpuncte r-ten Grades 
des Systems *, %, .. », °» ßr den Pol °> ™™*™ h 
Zi den Pol o dreht, r Stralen, die sammllvh durch c 

gehen. 

Aus dem letzten Satze in Nr. 19. folgt ebenso: 

- - Lehrsatz Xlll. Fallen s Stralen des gegebenen Sy- 

j a a o An •+! in einen einzigen Stral 
stems An, A n -i, An-*> • • • • > Mt " , . 

^ zusammen, so ist dieser Stral der Ort ßr r) 

7er Stralen M X ,M^M Z , M, Geht aber * , noc h durch 

den Pol o, so ist er der Ort ßr s *" %^*>J» 
i,....,Jfr und die noch übrigen r ^'%'%J*£^ 
Und die geometrischen Orte der ^monu h en MUe 
puncte des (r-s)-ten Grades ßr °^™%J^2 
in denen die sich drehende Grade R die Shalen A u 4» 
A z , A»- schneidet. 
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Theorie der Involution. 



21. Involution von Punctgruppen. In einer Geraden 
ist ein fester Punct o und ein beweglicher Punct a gegeben; 
sind nun 



constante Groszen, a> aber eine Variable, und es besteht eine 



so entsprechen jedem Werte von w n Werte von oa, das heiszt, 
für jeden Wert von co erhalten wir eine Gruppe von n Punc- 
ten a. Ist umgekehrt einer der Puncte a gegeben, so folgt 
aus Gleichung (1), wenn man in dieselbe den gegebenen Wert 
von oa substituiert, der Wert von a>, und also mittelst dersel- 
ben Gleichung die übrigen »—1 Werte von oa. Für jeden 
Wert von co stellt also die Gleichung (1) eine Gruppe von n 
Puncten vor, die so von einander abhängen, dasz durch Be- 
stimmung eines von ihnen alle bestimmt sind. Das System 
der unendlich vielen Gruppen von n Puncten, entsprechend den 
unendlich vielen Werten von m, nennt man eine Involution des 
n-ten Grades*). 

Eine einfache Punctreihe kann man nach Nr. 7. als eine In- 
volution des ersten Grades betrachten. 



Eine Involution ist durch zwei ihrer Gruppen bestimmt. 
Denn stellen die beiden Gleichungen 



*) Jonqui&res, Gtneralisation de la theerie de Pinvolutiott (Annali di 
Matematica, tomo 2°. Roma 1859, pag. 86). 





%n . oa n + *n-i. oa«- 1 + .... + x 0 = 0 , 



An . oa" -|- A«_i . oa«- 1 + . . . . -r Ao = 0 
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die beiden gegebenen Gruppen dar, so ist jede andere Gruppe 
der Involution durch die Gleichung 

X* .~OÖ n + X«_l . Öä"- 1 -f ... + *,,+ 0>(A«. OcP+ln-l ■ O«"" 1 + ... + *o) = 0 

gegeben, in der <a einen beliebigen Wert hat. 

« 

'22. Zweifache Puncte einer Involution. Fallen zwei 
beliebige Puncte a einer und derselben Gruppe in einen Punct 
zusammen, so heiszt derselbe ein zweifacher Punct der Invo- 
lution« Wieviel zweifache Puncte enthält nun die Involution, 
die durch Gleichung (I) dargestellt wird? 

Die Bedingungsgleichung, dasz diese Gleichung zwei gleiche 
Wurzeln hat, entsteht durch Gleichsetzung der Discriminante 
derselben mit Null. Diese Discriminante ist eine Function 
des 2(» — l)-ten Grades der Coefticienten der gegebenen Glei- 
chung. Setzen wir sie gleich Null, so ist sie in Bezug auf co 
eine Gleichung vom Grade 2(n — 1), und es gibt also 2(n — 1) 
Gruppen, deren jede einen zweifachen Punct enthält. Hierin 
liegt der Satz: 

Lehrsatz I. Eine Involution vom n-ten Grade hat 
2(n— J) zweifache Puncte. 

23. Doppelverhältnisz von vier Gruppen. Es seien 
a t , a*, «s, .... a n die n Puncte einer bestimmten Gruppe. Der 
harmonische Mittelpunct m des ersten Grades für diese Puncte 
bezogen auf einen Pol o, der beliebig auf der gegebenen Gera- 
den angenommen ist, bestimmt sich durch die Gleichung 



aus welcher, unter Beachtung der Gleichung (1) in Nr. 21., sich 





ergibt. Der Abschnitt, welcher durch zwei harmonische Mittel- 
puncte ersten Grades tn und m' zweier verschiedener Gruppen 
begränzt wird, läszt sich also ausdrücken durch : 
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»(AoXj — X 0 A,)((D — C»') 



mm' = om'—om = 



(Xi -I- coAJCx! + ö>'A,) 



Sind nun m ly m^, m 3 , die harmonischen Mittelpuncte 
ersten Grades von vier Gruppen, welche den Werten ta, , co 2 , 
o) s , w 4 entsprechen, in Bezug auf den Pol o, so gilt die Glei- 
chung: 

{mtm^num^) — — — — ' — — — , 

und da dieses Resultat dasselbe bleibt, wenn wir für o einen 

* 

anderen Punct annehmen, so folgt daraus : 

Lehrsatz II. Das Doppelt er hältnisz der vier harmo- 
nischen Mittelpuncte ersten Grades von vier Gruppen ei- 
ner Involution ist unabhängig vom Pole o. 

Hieraus folgt weiter: 

Lehrsatz III. Die Reihe der harmonischen Mittelpuncte 
des ersten Grades aller Gruppen einer Involution in Be- 
%ug auf einen Pol o und eine zweite Reihe harmonischer 
Mittelpuncte des ersten Grades der nämlichen Gruppen, 
aber bezogen auf einen andern Pol o', sind zwei projecti- 
vische Punctreihen. 

Unter Doppelt er hältnisz von vier Gruppen einer Involu- 
tion verstehen wir im Nachfolgenden das Doppelverhältnisz 
ihrer harmonischen Mittelpuncte ersten Grades nach einem be- 
liebigen Pol. 

Es sei m ein harmonischer Mittelpunct des r-ten Grades 
einer bestimmten Gruppe der Involution (1) in Nr. 21. in Bezug 
auf den Pol o, dann geht die Gleichung (6) in Nr. 17., unter 
Beachtung der soeben erwähnten Gleichung (1) in Nr. 21., über in : 



, 0/» r (x r + CO. Ar) \ 

(2) ]+(■— r+lfc.H?^*^* «.Ar-i)f =0 ^ 



+ 

+ (n-r + l) r .(x 0 + «.A 0 ) 
und es bilden also die harmonischen Mittelpuncte des r-ten 
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Grade» der verschiedenen Gruppen einer Involution des n-ten 
Grades eine neue Involution des r-ten Grades. Jedem Werte 
von oo entspricht eine Gruppe der Involution des n-ten Grades 
und eine Gruppe der Involution des r-ten Grades, also ent- 
sprechen sich je zwei Gruppen dieser beiden Involutionen. Da 
nun das Doppelverhältnisz von vier Gruppen einer Involution 
nur von den vier entsprechenden Werten von co abhängt, so 
sind auch die Doppelverbältnisze von je vier einander ent- 
sprechenden Gruppen beider Involutionen einander gleich. Dies 
läszt sich auch daraus folgern , dasz nach Nr. 13. je zwei ent- 
sprechenden Gruppen der beiden Involutionen für den nämlichen 
Pol o derselbe harmonische Mittelpunct ersten Grades zukommt. 

24. Projectivische Involutionen. Zwei Involutionen 
heiszen projectivisch , mögen sie auf einer Geraden oder auf 
zwei verschiedenen liegen, sobald die harmonischen Mittelpuncte 
des ersten Grades der Gruppen der einen Involution für einen 
beliebigen Pol und die harmonischen Mittelpuncte desselben 
Grades der Gruppen der andern Involution für einen andern 
Pol zwei projectivische Punctreihen bilden. Gemäsz dieser 
Definition und der für das Doppelverhältnisz von vier Gruppen 
einer Involution, entsteht: 

Lehrsatz IV. In zwei projectivischen Involutionen ist 
das Doppelverhältnisz von vier Gruppen der einen In- 
volution gleich dem Doppelverhältnisz der vier entsprechen- 
den Gruppen der andern. 

Das am Ende von Nr. 8. ausgesprochene Theorem begreift 
also auch die Involutionen unter sich, und man kann diese somit 
auch als geometrische Gebilde betrachten, deren Elemente Grup- 
pen von Puncten sind. 

a. Beziehungen zwischen den variablen Coeffi- 
cienten. Fragen wir zuerst, wie die Projectivität zweier In- 
volutionen sich ausdrücken läszt. 

Es sei die erste derselben durch die Gleichung (l) in Nr.21, 
die zweite durch die folgende Gleichung gegeben: 



(3) 



X' m . Ca m + X'm-l • Cß m ~ 1 + .... + *'o 
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in der a einen beliebigen Punct der Geraden, auf der die zweite 
Involution liegt, c den Anfang der Abschnitte in dieser Geraden 

X m t * m—l , X m— 2 , . . . . , k'q ; 
X m , A. m—l , X'm—2 , • • • • , X'q 

constante Coefücienten bezeichnen. 

Wir setzen voraus, was offenbar gestattet ist, es entsprä- 
chen den Gruppen 

co = 0, 0) = X, co = 1 

der ersten Involution die Gruppen 

0 = 0, 6= od, Ö= 1 

der «weiten. Sollen die beiden Gleichungen (J) in Nr. 21. und 
(3) zwei entsprechende Gruppen vorstellen, so ist es notwen- 
dig aber auch hinreichend, wenn das Doppelverhaltnisz der 

vier Gruppen der ersten Involution, (0, ao, 1, <*>), gleieh dem 
Doppelverhältnisz der entsprechenden vier Gruppen der zweiten 
Involution, (0, x>, I, ö), ist. Aus der Gleichung 

(0,00, 1, 0)) = (0,QO, 1, 6) 

folgt aber augenblicklich: 

co = 0, 

und man kann also mit Rücksicht auf ihre Projectivität mit der 
ersten Involution die zweite durch die Gleichung 

(K«.ö« m + x / m _i.öä m ~ 1 + .- +» / o 
_ 
-f o»U , m .oa'»+A"»- 1 .e«'»- 1 +.... + ro} 

darstellen. Die Gleichung (1) in Nr. 21. und die letzte Gleichung 
geben nun für ein und denselben Wert von co zwei entsprechende 
Gruppen der zwei projectivischen Involutionen. Eliminiert man 
zwischen den obigen Gleichungen co, so erhalt man eine Rela- 
tion, in welcher der Zusammenhang oder die Zugehörigkeit der 
Puncte a und a ausgedrückt ist. 

b. Gemeinschaftliche Puncte. Liegen die beiden 
Involutionen auf derselben Geraden, so kann man die Puncte 
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a und a auf denselben Anfang beziehen, man kann also für o 
den Punct o setzen. In diesem Falle liegt die Frage nahe, 
wie oftmal zwei sich entsprechende Puncto a und a zusammen- 
fallen. Eliminieren wir aus (1) in Nr. 21. und aus (4) in Nr. 24 a. 
co und setzen oa für o«, so entsteht: 



eine Gleichung die in Bezug auf oa vom (wi + n) ten Grade ist. 
Das führt auf den Satz: 

Lehrsatz V. Auf einer Geraden, auf welcher zwei 
projectivische Involutionen bezüglich vom n-len und m-ten 
Grade liegen, gibt es im Allgemeinen n + m Puncte, deren 
jeder, alt der einen Involution angehörig betrachtet mit 
seinem entsprechenden Puncte der andern Involution zu- 
sammenfällt. 

Diese Puncte nennen wir gemeinschaftliche Puncte der 
beiden Involutionen. 

c. Involutionen mit vielfachem Punct. Ist die linke 

Seite der Gleichung (1) in Nr. 21. durch oa r teilbar, so stellt sie 
eine Involution des n-ten Grades dar, deren Gruppen r ge- 
meinschaftliche Puncte haben, die alle mit o zusammenfallen. 
In Wahrheit stellt sie aber eine Involution des (n— r)-ten Gra- 
des vor, zu deren einzelnen Gruppen jedesmal r-mal der Punct 
o hinzugefügt ist. In diesem Falle musz natürlich auch Glei- 
chung (5) in Nr. 246. durch oa r teilbar sein, und die n + m 
gemeinschaftlichen Puncte der beiden gegebenen Involutionen 
bestehen aus dem r-mal genommenen Puncte 0 und aus den 
m-\-n—r gemeinschaftlichen Puncten der zweiten Involution 
vom m-ten Grade und der vom (n — r)-ten Grade, welche ent- 
steht, wenn man den Gruppen der ersten Involution den Punct 
o entzieht. 

Enthalten die Gruppen der zweiten Involution «-mal den 
Ponct o y so erscheint derselbe (r-f-#)-mal unter den gemein- 
schaftlichen Puncten beider Involutionen. 




(x„ . oa» + . . . . -f x 0 ) (k' m . oa m + . . . . + r 0 ) 
—(An . oa* + . . . . -f Ao)(x' m . öä m +.... + x' 0 ) 
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d. Fortsetzung des Vorigen. Wenn eine Gruppe der 
ersten Involution, etwa die, welche »vir erhalten, wenn a> gleich 
Null gesetzt wird, r-mal denselben Punct o enthält, und die 
entsprechende Gruppe der zweiten Involution enthält *mal 
denselben Punct 0, wo #>r vorausgesetzt ist, so enthält die 
linke Seite der Gleichung (5) offenbar oa r als Factor, und der 
Punct o vertrilt daher r mal die Stelle zweier gemeinschaß' 
licher Puncte der beiden Involutionen. 

e. Involution von Stral engruppen. Es ist wol über- 
flüssig, zu bemerken, dasz für Stralen, die alle durch denselben 
Punct gehen, sich eine, mit der soeben für die Puncte einer 
Geraden auseinander gesetzten Theorie, vollständig analoge 
Theorie der Involution aufstellen läszt. 

25. Die quadratische Involution. Besondere Beach- 
tung verdient die Involution des zweiten Grades oder die qua- 
dratische Involution. Für diese geht die Gleichung (I) in 
Nr. 21., wenn »=2 gesetzt wird, über in: 

' + tü | A 2 . od 2 -f Aj . oa -l-^l 

Jede Gruppe ist also nur aus zwei Puncten zusammengesetzt, 
die conjugierte Puncte genannt werden mögen; MUtelpunct 
heisze der Punct, deszen conjugierter Punct in unendlicher 
Entfernung liegt. Wir laszen den Anfang der Abschnitte mit 
dem Mittelpuncte zusammenfallen und nehmen auszerdem an, 
der Gruppe, zu welcher er gehört, entspreche der Wert a>=oc. 
Dann ist A a = Ao = 0, und wenn a und a' zwei conjugierte Punc te 
sind, so geht Gleichung (6) über in: 

oa.oa'= ^ ) = const. 

Vergleichen wir diese Relation mit der, welch ein Nr. 9. aus- 
drückte, zwei Punctreihen seien projectivisch, das heiszt mit 

ja ,fa = const. , 

so ist klar, dasz die quadratische Involution entsteht, wenn zwei 
projectivische Punctreihen so aufeinander gelegt werden, dasz 

Cr e mono, Eben* Curven. o 
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die Puncte J und /, welche den Pnncten im Unendlichen ent- 
sprechen, zusammenfallen. Anders ausgedrückt, bilden zwei 
aufeinandergelegte projectivische Punctreihen eine quadratische 
Involution, wenn einem Puncte a, sowol der einen, als der 
andern Punctreihe angehörig betrachtet, als entsprechender 
Puuct der einzige a' zugehört. Daraus folgt der Salz: 

Lehrsatz VI. In einer quadratischen Involution ist 
das Doppelter hältnis* von vier Puncten dein Doppelver- 
hältnis* der vier ihen conjugierten Puncte gleich. 

a. Eigenschaften der zweifachen Puncte der qua- 
dratischen Involution. Es seien e und /"die beiden zwei- 
fachen Puncte der Involution (m. s. Nr. 22.). Sie sind bestimmt 
durch die Gleichung: 

oe 2 = Of* = const., 

und es ist also 

{efaa') = {efafa). 

Das Doppelverhältnisz {efaa') ist daher seinem reeiproken Ver 
hältnisz gleich und folglich gleich — 1 , da das Doppelverhält- 
nisz von vier verschiedenen Puncten nicht der positiven Einheit 
gleich sein kann. Wir haben somit den Satz: 

Lehrsatz VII. In einer quadratischen Involution sind 
die zweifachen Puncte und zwei beliebige conjugierte Puncte 
vier harmonische Puncte. 

Die Involution des zweiten Grades läszt sich also als die 
unendliche Reihe von Punctpaaren a, a' auffaszen, welche den 
gegebenen Abschnitt ef harmonisch teilen. 

- 

b. Quadratische Involutionen auf derselben Gera- 
den. Zwei Involutionen zweiten Grades, die auf derselben 
Geraden liegen, haben eine Gruppe gemein. Es gibt also zwei 
Puncte a und a' so beschaffen, dasz der Abschnitt aa' sowol 
von den zweifachen Puncten e und f der ersten Involution, als 
den zweifachen Puncten g und h der zweiten Involution har- 
monisch geteilt wird. 

Nehmen wir nämlich einen beliebigen Punct m der gege- 
benen Geraden und bezeichnen durch m' und w, die beiden 



- 
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conjugierten Puncte von m für die beiden Involutionen, so er- 
zeugen, wenn m sich auf der Geraden bewegt, m' und m g zwei 
projectivischc Punctreihen, faxen gemeinschaftliche Puncte offen- 
bar die den beiden gegebenen Involutionen gemeinschaftliche 
Gruppe bilden. 

Es ist augenblicklich klar, dasz zwei Involutionen von glei- 
chem Grade, der aber groszer als 2 ist, auf dieselbe Gerade 
gelegt, im Allgemeinen keine gemeinschaftliche Gruppe besitzen. 



26. Aequiauharmonisches System von vier Punc- 
te n. Mittelst der Theorie der quadratischen Involution löst sich 
die folgende Aufgabe. 

Es seien a, b, c, d vier Puncte in gerader Linie. Die drei 
anharmonischen Grundverhältnisze derselben sind nach Nr. I.: 

(aöcd) = X, (acdb) — J~i > ( adbc ) = ~y~ • 
Sind nun zwei dieser Verhältnisze einander gleich, das heisztist: 
(7) k = j^— x oder A+1 = 0, 



so ist auch 



l 9 



und es sind also alle drei Doppelverhältnisze einander gleich. 

Es sind nun die drei Puncte a, b f c in gerader Linie ge- 
geben, mau soll einen Punct d so bestimmen, dasz der Glei- 
chung: 

(abcd) = (acdb), 

oder auch : 

(abcd) = (cabd) 

genügt wird. 

Wir nehmen willkürlich auf der gegebenen Geraden den 
Punct m an, und bestimmen einen Punct m' so, dasz 

(abcm) = (cabm') 

3* 



Digitized by Google 



36 Erstes Capitel. [§• <• 

ist. Verändern nun m und m" ihre Lage, so entstehen zwei 
projectivische Punctreihen, in denen den Puncten a,b,c,m 
in derselben Ordnung die Puncte c, a, b, m' entsprechen. Sind 
d und e die beiden gemeinschaftlichen Puncte dieser Punct- 
reihen, so ist 

(abcd) = (cabd), (abce) = (cabe) , 

und unsere Aufgabe ist also durch jeden der beiden Puncte d 
und e gelost. 

Sind nun a, f», c diejenigen drei Puncte der gegebenen (»era- 
den, welche die drei anharmonischen Verhältnisze 

(bcaa), (cabb), (abce) 
zu harnionischen machen, so sind die beiden Punctsysteme 

fl, b, c, c 

und 

a, c y b 9 b 

projectivisch, und da dem Puncte b in jedem der beiden Sy- 
steme der Punct c entspricht, so sind die drei Punctpaare 

a, a; b, c; b, c 

in Involution, und a ist der eine zweifache Punct dieser durch die 
Punctpaare b, c; b, t bestimmten quadratischen Involution. Der 
zweite zweifache Punct dieser Involution ist a, da nach dem 
Obigen der Abschnitt bc durch a und a harmonisch geteilt wird. 
Folglich teilt a und a auch den Abschnitt bc harmonisch, und 
es ist: 

(bcaa) = (bcaa) = — 1. 

Die Punctsysteme 

b, c, a, a \ b, c, a, a 

sind also projectivisch, das heiszt, es sind auch die drei Punct- 
paare 

a, a; b, b; c, c 

in Involution*). 



•) v. Staudt, Geometrie der Lage, Nürnberg, Bauer und Raspe. 1847. 
S. 121. 
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Durch den beliebigen Punct o außerhalb der gegebenen 
Geraden ziehe man die Stralenbüschel 

o(a, «, b, &, c, c) und o(d, e) 

und schneide sie dann beide mittelst einer zu oc parallelen 
Transversale. Die Durchschnittspuncte seien bezüglich: 

a', ft', b' y x>, f; d\ 

Dann ist 

k = (acdb) = (a'co d'b') = , 

und Gleichung (7) geht also über in : 

(8) aUt* - a'd' . a'b' + Sä* = 0. 

Ist (abcd)=-l, so ist auch (afb' oo e') = - 1 , folglich hal- 
biert e' den Abschnitt a'b'. Hieraus folgen die Identitäten: 

a'b'= — 2c'a', 
durch deren Substitution Gleichung (8) sich auf 

(9) Vd* = cü?* = Zt'a* . c'b' 

reduciert. Es halbiert also C auch den Abschnitt d'&, und folg- 
lich ist 

(d'e'ao O = - I , 

das heiszt 

(<tece)= — l. 
Ebenso beweist man, dasz 

(debf>) = — 1 und (deaa) = — 1 . 

Es sind also d und 0 die beiden zweifachen Puncte der In- 
volution 

a, a; b, 6; c, e*). 



*) v. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage, Nürnberg, Bauerund 
Raspe. 1856—57-60, S. 178. 
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Das Doppelverbältnisz k ist durch Gleichung (7) gegeben, 
es ist also gleich einer der imaginären dritten Wurzeln aus — 1 ; 
folglich können die vier Puncte a, b, c, d oder a, b, c, e nicht 
alle reell sein. In Gleichung (9) ist aber die rechte Seite ne- 
gativ oder positiv, je nachdem die Puncte a' und b' reell oder 
imaginär conjugierte sind. Sind daher die drei Puncte a,b,c 
alle drei reell, so sind die Puncte d und e conjugierte imaginäre 
Puncte, sind dagegen zwei der obigen Puncte imaginär conju- 
giert, so sind die Puncte d und e reell. 

Aus Gleichung (8) folgt noch, dasz, wenn a'b' = () ist, auch 
a'd' = a'e' = 0 ist, dasz also, wenn zwei der gegebenen Puncte 
zusammenfallen, auch die beiden Puncte d und e mit ihnen zu- 
sammenfallen. 

Ein System von vier Puncten heisze äquianharmonisch y 
wenn die drei anharmonischen Gruudverhältnisze einander gleich 
sind, wenn der Wert dieser Doppelverhältnisze also gleich ei- 
ner der beiden imaginären dritten Wurzeln aus — J ist. 

27. Bedingungsgleichung für ein äqui anharmo- 
nisches System. Sind vier Puncte m lt m*, m 3 , #i 4 in gera- 
der Linie nach Nr. 6. durch die Gleichung 

(10) a.om* + 4ß.öm* + fiy.öm' 2 + 4d.om + e = 0 

gegeben, und sollen dieselben ein äquianharinonisches System 
bilden, so musz 



sein, das heiszt, wenn wir für die Segmente m l m. l die ent- 
sprechenden Differenzen om 2 — om l , — setzen: 

(om l — om^)(om l — om 3 )(om 4 —om^)(om^—om 2 ) ) 



Diese Gleichung wird bei der Entwicklung für die vier Abschnitte 
om ls om 2 , om$, om A symmetrisch, und läszt sich also nur durch 
die Coefficienten der Gleichung (10) ausdrücken. Mittelst der 
bekannten Beziehungen zwischen den Coefticienten und den 



-f (om 2 — om 3 ) 2 (omi — om 4 ) 2 
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Wurzeln einer Gleichung findet man ohne grosze Schwierigkeit 
die Gleichung 

als Bedingung, die notwendig, aber auch hinreichend ist, damit 
die vier durch die Gleichung (10) gegebenen Puncte ein äqui- 
anharmonisches System bilden*). 

§. 5. 

Definitionen für ebene Curven. * 

28. Erklärung einer Ortscurve und einer Ein hül- 
lenden. Eine ebene Curve kann man sich sowol durch Bewe- 
gung eines Purictes, als durch die einer geraden Linie entstan- 
den denken. Im ersten Falle heiszt sie der Ort aller Lagen 
des beweglichen Punctes, im zweiten Falle die einhüllende 
Curve oder kurz die Einhüllende aller Lagen der beweglichen 
Geraden **). 

Eine Gerade, als Ort aller in ihr gelegener Puncte aufge- 
faszt, ist das einfachste Beispiel einer Ortscurve. 

Ein Punct, als Einhüllende aller in ihm sich schneidender 
Geraden aufgefaszt, bietet den einfachsten Fall der einhüllen- 
den Curve. 

Eine Ortscurve oder ein Ort heiszt von der n-ten Ordnung» 
wenn eine beliebige Gerade ihn in n Puncten, die entweder reell 
oder imaginär, verschieden oder zusammenfallend sein können, 
schneidet. Der Ort der ersten Ordnung ist die Gerade; ein 
System von n Geraden ist ein Ort der n-ten Ordnung. Zwei 
Orte, die bezüglich von der Ordnung n und n' sind, bilden zu- 
sammen einen Ort von der Ordnung n-f 

Ein Ort der n ten Ordnung kann von einer Geraden seiner 



*) Painvin, Equation des rapporh anharmouiyues etc. (Nouvcllcs An- 
nales de Mathematiqncs, t. 19, Pn-is 1860. p. 412). 

**) Plücler, Theorie der ahjchraixchen Curven, Bonn, Marcus. 1839. 
S. 200. 
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Erklärung gemhsz nur in n Puncteu geschnitten werden; hat 
also eine Gerade mehr als n Punctc mit einem Orte gemein, 
so ist sie selbst ein Teil des Ortes, das heiszt, sämmtliche 
Puncte der Geraden sind auch Puncte des Ortes. 

Eine Ortscurve von gegebener Ordnung heiszt einfach, 
wenn sie nicht aus Ortscurven einer niederen Ordnung zusam- 
mengesetzt ist. 

Eine Einhüllende heiszt von der n-ten Ciasse, wenn durch 
einen beliebigen Punct n Lagen der eingehüllten Geraden ge- 
hen, das Jieiszt, wenn von dem beliebigen Puncte n Tangen- 
ten, die entweder reell oder imaginär, von einander verschie- 
den oder zusammenfallend sein können, au die Einhüllende 
gezogen werden können. Die Einhüllende der ersten Classe 
ist der Punct. Ein System von n Puncten ist eine Einhüllende 
der n-ten Classe. Zwei Einhüllende, deren Gassen bezüg- 
lich n und n' sind, bilden zusammen eine Einhüllende der Classe 
flf »'. 

Kann man von einem Puncte an eine Einhüllende der n-ten 
Classe mehr als n Berührende legen, so ist dieser Punct selbst 
ein Punct der Einhüllenden; es sind also alle Geraden, die 
durch den Punct gelegt werden können, Tangenten der Ein- 
hüllenden. 

Eine Einhüllende von bestimmter Classe heiszt einfach, 
wenn sie nicht aus Einhüllenden von niederer Classe zusam- 
mengesetzt ist. 

29. Doppelt au geuten und Wen de puncte. Wir be- 
trachten zuerst eine Ortscurve der n-ten Ordnung. Ist a eine 
der Lagen des erzeugenden Punctcs, also ein Punct der Curve 
selbst, so heiszt die Gerade A. welche durch a und die folgende 
Lage des beweglichen Puncte« geht, die Tangente oder Be- 
rührende der Curve in diesem Puncte. Der Ort der aufeinan- 
der folgenden Lagen eines beweglichen Puncte« ist also auch 
die Einhüllende der Geraden, welche je zwei unmittelbar auf- 
einander folgende Lager? dieses Punctes verbindet. 

Im l&erührurigspuncte a hat die Curve mit der Tangente 
zwei Puncte gemein (zweipunclige Berührung); beide Curven 
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haben also im Allgemeinen noch n— 2 Durchschnittspuncte. 
Fallen zwei dieser »—2 Puncto in einen Punct b zusammen, 
so ist die Gerade A auch im Puncte b Tangente der Curve. 
Ist dies der Fall, so heiszt A eine Doppeltangente der Curve. 
Die Puncte a und b sind die Berührungspuncte*). 

Nähert sich aber einer der n — 2 Durchschnittspuncte dem 
Puncte a bis ins Unendliche, so hat die Gerade A daselbst eine 
dreipunctige Berührung mit der Curve. In diesem Falle heiszt 
die Gerade A eine stationäre- oder eine Wendetangente. Weil 
sie, wenn wir mit a, a', a" die drei unendlich nahen Puncte 
bezeichnen, aus denen der Berührungspunct besteht, eigentlich 
zwei aufeinander folgende Tangenten aa' und a'a" repräsentiert, 
so können wir auch sagen, sie sei eine Doppel tangente, deren 
Berührungspuncte a und a' einander unendlich nahe rucken. 
Denken wir uns die Curve aber durch Bewegung einer Geraden 
entstanden, so hört diese, wenn sie in die Lage a gekommen 
ist, auf, sich in dem einen Sinne zu bewegen, sie steht still, 
daher stationär, und bewegt sich dann im entgegengesetzten 
Sinne. Der Berührungspunct a der Wendetangente heiszt ein 
Inflections- oder ein Wendepunct, weil in ihm die Gerade A 
die Curve gleichzeitig berührt und schneidet, diese also von 
einer Seite der Geraden auf die andere übergeht. 

30. Doppelpuncte und Spitzen. Wir betrachten zwei- 
tens die Einhüllende von der »i-ten Classe. Ist A eine der 
Lagen der erzeugenden Geraden, das heiszt eine Tangente der 
Curve, so ist der Punct a, in welchem A von der unmittelbar 
folgenden Tangente geschnitten wird, der Berührungspunct der 
Geraden A mit der Curve. Die Einhüllende einer beweglichen 
Geraden ist also auch der Ort der Puncte, in denen sich je zwei 
aufeinander folgende Lagen dieser Geraden schneiden. 

Durch einen beliebigen Punct laszen sich im Allgemeinen 
m Tangenten an die Curve legen. Fällt dieser Punct aber mit 
dem Puncte a der Curve zusammen, so sind zwei dieser Tan 
genten unraitelbar aufeinander folgende, und fallen mit der 



*) Die beiden Berührungspuncte können imaginär werden, ohne dasz 
d e Gerade A aufhört reell zu sein. Sie besitzt auch in diesem Falle alle 
Eigenschaften einer Doppeita tujeute. 



Digitized by Google 



42 



Erste* CapiteL 



[§• 5. 



Tangente A zusammen. Durch einen Punct der Curve gehen 
also auszerdem noch m— 2 Geraden, welche die Curve in an- 
dern Puncten berühren.^ 

Fallen zwei dieser m — 2 Tangenten in eine Gerade B zu- 
sammen, so hat die Curve in a zwei Tangenten A und B; sie 
geht also zweimal durch a und bildet dort eine Schlinge. Die 
Geraden A und B berühren in a die beiden Zweige der Curve, 
die sich in ihm schneiden, und der Punct a heiszt dann ein 
Doppel- oder zweifacher Punct*). 

Fällt eine der m — 2 Tangenten mit A zusammen, so reprä- 
sentiert diese Gerade drei aufeinander folgende Tangenten A, A\ 
A"\ der Punct a kann also als ein Doppelpunct betrachtet wer- 
den, deszen Tangenten A und A' zusammenfallen, deszen Schlinge 
sich also auf einen Punct reduciert. Ein solcher Punct heiszt 
Spitze, Rückkehr- oder Stillstandspunct. Er repräsentiert sowol 
den Durchschnittspunct der Tangenten A und A', als den der 
Tangenten A' und A". Denken wir uns aber die Curve durch 
Bewegung eines Punctes entstanden, so wird dieser, wenn er 
in a ankommt, stillstehen, die Richtung seiner Bewegung än- 
dern und von der einen Seite der Tangente A, der sogenannten 
Rückkehrlangente, auf die andere Seite übergehen. 

Aus den plückcr sehen Formeln, die wir im Folgenden 
(§. IG) beweisen werden, folgt, dasz im Allgemeinen eine Orts- 
curve von bestimmter Ordnung weder Doppelpuncte noch Spitzen 
hat, dagegen Doppeltangenten und Wendepuncte besitzt, dasz 
dagegen im Allgemeinen der Einhüllenden einer bestimmten 
Classe die singulären Tangenten fehlen, dasz sie aber Doppel- 
und Stillstandspunete besitzt. 

Ist die Curve von eigentümlicher Natur, so kann sie auch 
singulare Puncte und Tangenten von höherer Ordnung besitzen. 
Eine Tangente heiszt r-fach, wenn sie die Curve in r Puncten 
berührt, die entweder alle verschieden sind oder zum Teil oder 



*) Die beiden Tangenten A nnd B können auch imaginär werden. Dann 
sind die beiden Zweige der Curve ebenfalls imaginär, nicht aber ihr Durch- 
schnittspunet a. Dieser heiszt in einem solchen Falle ein isolierter Punct, 
und kann als ein unendlich kleines oder verschwindendes Oval aufgefaszt 
werden. 
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sämmtlich zusammenfallen können. Ein Punct heisU r-fach, 
wenn die Curve r-raal durch ihn hindurch geht; durch ihn ge- 
hen daher r Tangenten, die entweder alle verschieden sind, oder 
auch zum Teil oder sämmtlich zusammenfallen. 

31. Vielfache Puncte und Tangenten. Ist a ein 
r-facher Punct einer Curve, so schneidet jede durch a gelegte 
Gerade die Curve in diesem Puncte r mal. Der Punct a gilt 
demnach für r Durcbschnittspuncte der Geraden und der Curve. 
Berührt die Gerade aber im Puncte a einen der Zweige der 
Curve, die durch a gehen, so hat sie auch den zu a unendlich 
nahen Punct dieses Zweiges mit der Curve gemein. In diesem 
Falle zählt also a für r + 1 Durchschnittspuncte der Curve mit 
der Tangente. Unter allen Geraden, die durch den Punct a 
gezogen werden können, gibt es daher nur r Gerade, nämlich 
die r Tangenten an die r Zweige der Curve, welche dort die 
Curve in r + 1 zusammenfallenden Puncten schneiden. Haben 
daher r+1 Gerade diese' Eigenschaft, so hat sie jede durch 
a gezogene Gerade ebenfalls und a ist ein (r + l)-facher Punct 
der Curve. 

Ist A dem entsprechend eine r-fache Tangente der Curve, 
so zählt sie für r der Tangenten, die durch einen Punct in ihr 
selbst gelegt werden können. Aber sie zählt für r+1 Tan- 
genten in Bezug auf die Durchschnittspuncte dieser Geraden mit 
der Curve. Von jedem Puncte der Geraden A gehen also r 
mit A selbst zusammenfallende Tangenten der Curve aus. Un- 
ter diesen Puncten sind nur r, von denen jedesmal r+1 Tan- 
genten ausgehen, die mit A zusammenfallen. Gibt es in A noch 
einen Punct, der diese letztere Eigenschaft hat, so hat sie auch 
jeder andere Punct der Geraden A, und diese ist also eine 
(r + l)-fache Tangente. 

Dies vorausgesetzt, folgen die Sätze: 

Lehrsatz I. Hat eine Curve der n-ten Ordnung einen 
n- fachen Punct a, so Ut sie ein System von n Geraden, 
die sich in a schneiden. 

Denn jede Gerade, welche a mit einem beliebigen Puncte des 
Ortes verbindet, bat mit ihm n + 1 Puncte gemein, ist also 
selbst ein Teil des betreffenden Ortes. 
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Ebenso entsteht: 

Lehrsatz II. Hat eine Einhüllende der m-ten Clause 
eine m- fache Tangente, so ist sie ein System von m auf 
dieser Geraden liegenden Puncten. 

Ferner : 

Lehrsatz III. Eine einfache Curve n-ter Ordnung kann, 
wenn sie einen (n—\)- fachen Punct hat, keinen Doppel- 
punct mehr haben. 

Denn die Gerade, welche diese beiden Puncte verbindet, 
hätte n + 1 Durcbschnittspuncte mit der Curve gemein. 

Dem entspricht der Satz: 

Lehrsatz IV. Eine einfache Curve der m-ten Classe 
kann, auszer einer (m—\)- fachen Tangente, keine Doppel- 
tangente haben. 

Denn sie würden für ihren Üurchschnittspunct m + 1 Tan- 
genten repräsentieren. 

§. 6. 

Gemeinschaftliche Puncte und Tangenten zweier 

Curven. 

32, Zahl der Durcbschnittspuncte zweier Curven. 
In wieviel Puncten schneiden sich zwei Curven bezüglich von 
der Ordnung n und n'? 

Als ein selbstverständliches Axiom angenommen, dasz die 
Zahl der Durcluchnittspuncte allein von den Ordnungen n und 
n' abhängt, bleibt diese Zahl unverändert, wenn wir für die ge- 
gebenen Curven andere Orte derselben Ordnung substituieren. 
Setzen wir für die Curve der n'-ten Ordnung n' Gerade, so 
schneiden diese die Curve der n-ten Ordnung in n. n' Puncten. 
Das liefert den Satz: 

Lehrsatz I. Zwei Curven bezüglich von der n-ten und 
n'-ten Ordnung schneiden sich in n.n' Puncten, die ent- 
weder reell oder imaginär, alle verschieden oder %um 
Teil oder sämmtlich zusammenfallend sein können. 
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Man sagt, zwei Curven haben eine zweipunctige, dreipunc- 
tige, vierpunctige , ßnfpunctige , sechspunclige, . . . r-punc- 
tige Berührung, wenn sie zwei, drei, vier, fünf, sechs, ..... r 
aufeinander folgende Puncte mit einander gemein haben. 

a. Einfluss der vielfachen Puncte. Gehen durch 
einen Punct a r Zweige einer Curve und r* Zweige einer an- 
dern, so muss dieser Punct als Durchschnittspunct eines jeden 
Zweiges der ersten Curve mit jedem Zweige der zweiten 
Curve angesehen werden. Er zählt also für r.r' zusammen- 
fallende Durchschnittspuncte. Haben auszerdem ein Zweig 
der ersten Curve und ein Zweig der zweiten Curve in a eine 
gemeinschaftliche Tangente, so haben sie dort zwei gemein- 
schaftliche Puncte, und a gilt also für r.r'-fl Durchschnitts- 
puncte. Haben allgemein die beiden Curven in a s gemein- 
schaftliche Tangenten, so zfihlt a für r.r'-f* gemeinschaftliche 
Puncte der beiden Curven. 

In dem speziellen Falle, wenn r Tangenten der ersten Curve 
mit r 1 Tangenten der zweiten Curve im gemeinschaftlichen 
Puncte a in eine einzige Gerade T zusammenfallen, stellt die- 
selbe, r^<r vorausgesetzt, r' gemeinschaftliche Tangenten vor, 
die Zahl der in a vereinigten Durchschnittspuncte ist also 
r'(r+J). Diese Zahl kann aber noch grüszer werden, und 
zwar jedesmal, wenn die Gerade T eine innigere Berührung mit 
einer der beiden Curven eingeht, das heiszt, wenn sie dieselbe 
in mehr als r + 1 oder r'-f 1 mit a zusammenfallenden Puncteji 
schneidet. Hat z. B. die Gerade T in a mit der ersten Curve 
2r Puncte, mit der zweiten r'+l Puncte gemein, so gilt der 
Punct a als ein r(r' -f- l)-maliger Durchschnittspunct beider Cur- 
ven. Hieraus ist leicht zu zeigen, dasz, wenn ein System K 
von r Curven der zweiten Ordnung, die den Punct a gemein 
haben und dort sämmtlich von einer Geraden 7 berührt werden, 
sowie eine beliebige andere Curve C, die r* Zweige besitzt, 
die sämmtlich durch a gehen und dort ebenfalls sämmtlich von 
der Geraden T berührt werden, gegeben sind, der Punct a in 
diesem Falle r' + l Durchschnittspuncte der Curve C mit jeder 
der Curven des Systems K darstellt, dass er also für r(r* + 1) 
gemeinschaftliche Puncte der Curve C und des gesammten Sy- 
stems der Curven K zählt. 
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b. Zahl der gern einschaft liehen Tangenten zweier 
Cur ve n. Vollständig analog beweist man den Satz: 

Lehrsatz II. Zwei Curven bezüglich der m-ten und 
m'-len Ciasse haben m.m' gemeinschaftliche Tangenten. 

Und so weiter*). 

§. 7. 

Anzahl der Bedingungen, durch welche eine Curve 
n-ter Ordnung oder m-ter Classe bestimmt wird. 

33. Zahl der Bedingungen, denen eine Curve ge- 
nügt, die einen r-fachen Punct hat. Soll eine Curve 
durch einen bestimmten Punct a gehen, so gilt dies offenbar 
für eine Bedingung. 

Durch a legen wir eine Gerade A. Soll nun die Curve 
auch den a benachbarten Punct der Geraden A enthalten, soll 
also die Curve nicht blos durch a gehen, sondern auch die 
Gerade A in diesem Puncte berühren, so zählt das für %wei 
Bedingungen. 

Wir legen durch a eine zweite Gerade A\. Soll nun die 
Curve auszer den beiden benachbarten Puncten von A auch 
den Punct enthalten, der in der Geraden Ai dem Puncte a un- 
endlich nahe ist, so wird das für drei Bedingungen gelten; in 
diesem Falle schneidet aber jede durch a gezogene Gerade in 
diesem Puncte die Curve zweimal, a ist also ein Doppelpunct 
der Curve. Soll daher die Curve in a einen Doppelpunct haben, 
so zählt derselbe für drei Bedingungen. 

Hat die Curve in a einen Doppelpunkt, was drei Bedin- 
gungen entspricht, so schneidet jede Gerade A, welche durch 
a geht, dieselbe in zwei in a zusammenfallenden Puncten. Soll 



*) Die Eigenschaften der Curven von gegebener Classc leiten sich ans 
den Eigenschaften der Curven von bestimmter Ordnung und umgekehrt 
mittelst des Princips der Dualität ab, das wir als selbstverständlich und ab- 
solut ansehen, das heiszt als unabhängig von einer speziellen Theorie der 
Transformation der Figuren. 
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die Cnrve nun durch einen dritten unmittelbar folgenden Punct 
von A gehen, soll sie also mit der Geraden in a drei Puncte 
gemein haben, so ist dies offenbar eine neue Bedingung. Ver- 
langt man dasselbe für zwei andere Gerade A t und A% f die 
ebenfalls durch a gehen, so haben wir im Ganzen sechs Be- 
dingungen. Gehen aber durch a drei Gerade, deren jede die 
Curve in diesem Puncte dreimal schneidet, so ist dieser Punct 
ein dreifacher Punct der Curve. Soll also a ein dreifacher 
Punct der Curve sein, so zählt das für sechs Bedingungen. 

Allgemein sei x T -\ die Zahl der Bedingungen, wenn die 
Cnrve in a einen (r — l)-fachen Punct haben soll. Jede Gerade 
A, die durch a geht, hat dann in diesem Puncte r — I mit der 
Curve gemeinschaftliche Puncte. Soll nun diese Curve noch 
den nächstfolgenden Punct der Geraden A enthalten, das heiszt, 
soll die Gerade A r Puncte mit der Curve gemein haben, so 
ist das eine weitere Bedingung. Wird dasselbe für r — 1 an- 
dere Gerade verlangt, die auch durch a gelegt sind, so haben 
wir im Ganzen av-i-f r Bedingungen. Gehen aber durch a 
r Gerade, deren jede in diesem Puncte r gemeinschaftliche 
Puncte mit der Curve hat, so ist nach Nr. 31. a ein r-facher 
Punct der Curve: folglich gilt, wenn der Punct a ein r-facher 
Punct der Curve sein soll, dies ßr av = a? r _i+r Bedingungen, 
das heiszt es ist allgemein 

*r = ir(r + 1). 

34. Zahl der Bedingungen, die eine Curve voll- 
ständig bestimmen; Curvenreihen vom Index N. Durch 
wieviele Bedingungen ist nun eine Curve n-ter Ordnung be- 
stimmt? 

Soll die Curve einen n- fachen Punct a enthalten, so gilt 
das nach dem Obigen für \n(n+ 1) Bedingungen. Nun ist aber 
eine Curve n-ter Ordnung, die einen n- fachen Punct enthalt 
nach Nr. 31. das System von n sich in diesem Puncte schnei- 
dender Geraden; diese sind sämmtlich bestimmt, sobald in jeder 
derselben ein zweiter Punct gegeben ist und somit ergibt sich 
der Satz: 

Lehrsatz I. Die Zahl der Bedingungen, welche eine 
Curve von gegebener Ordnung n vollständig bestimmen, 
ist gleich 
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i»(n + l)-f*=in(» + 3) *). 

Sind nur \n(n {■ 3) — 1 Bedingungen gegeben, so gibt es 
unendlich viele Curven der n«ten Ordnung, die dieselben er- 
füllen. Unter ihnen werden immer eine bestimmte Anzahl durch 
einen beliebigen Punct gehen. Diese Zahl sei n. Die ge- 
sammten Systeme dieser Curven, deren Zahl unendlich grosz ist, 
nennen wir eine Reihe von Curven der n-ten Ordnung und 
vom Index n **). 

So bilden z. B. die Tangenten einer Curve der m ten Classe 
eine Reihe der ersten Ordnung vom Index m. 

Im Allgemeinen gibt es immer eine Curve, welche eine 
gegebene Reihe einhüllt, das heiszt in jedem Puncte eine der 
Curven der Reihe berührt. Die ganze Reihe läszt sich durch 
die stetige Bewegung einer Curve erzeugt denken, die gleich* 
zeitig die Form und den Ort verändert und dabei stets den ge- 
gebenen Bedingungen genügt. Die Puncte, in denen eine Curve 
einer Reihe, die .ihr unmittelbar benachbarte schneidet, sind 
gleichzeitig die Berührungspuncte zwischen der ersten Curve 
und der Einhüllenden der Reihe. 

In einer Reihe von Curven n-ter Ordnung kann man jede 
einzelne als von dem Werte einer bestimmten variablen (irösze 
abhängig betrachten, wie etwa, um ein Beispiel anzuführen, von 
dem Producte der anharmonischen Verhältnisze 

(abcx x ) . (abcx 2 ) • • • • {abcx H ) , 

worin a, b, c drei gegebene Puncte in gerader Linie bedeuten, 
und J?i, X 2 > x z> — > x * die Puncte sind, in denen diese Gerade 
die Curve schneidet. 

Dieser Grösze, deren verschiedene Werte zur Bestimmung 
der verschiedenen Curven ein und derselben Reihe dienen, 
pflegt man den Namen Parameter zu geben. 

*) Ebenso ist eine Curve ;«-ter Classe durch ^m(m-f 3) Bedingungen 
bestimmt. 

*) Jonquieres, The'orhnes g&ieraux concernant les courbes y€om€trique,s 
planes «Tun ordre quelquonque. (Journal de M. LiouviUe, Avril 1861. 
pag. 113). ■ 



Digitized by Google 



Nr. 34—36.] 



Die Grundprincipien. 



49 



Hängt die Curve von irrationalen Functionen des Parame- 
ters ab, so werden die verschiedenen Werte dieser Functionen, 
es seien r, ebenso viele Curven bestimmen, welche alle ein 
und demselben Werte des Parameters entsprechen. Die Gruppe 
dieser r Curven kann als ein Ort der r.n-ten Ordnung betrach- 
tet werden, und die gegebene Reihe als eine solche von der 
r.n-ten Ordnung, in welcher jeder Wert des Parameters nur 
eine einzige Curve individualisiert. Eine solche Reihe kann 
man zusammengesetzt nennen mit Rucksicht auf die Curven 
fi-ter Ordnung, und einfach in Bezug auf die Gruppen oder 
Curven der r.n-ten Ordnung. Daher ist klar, dasz der Fall 
einer zusammengesetzten Reihe, aus diesem Gesichtspuncte 
aufgefaszt, auf den der einfachen Reihen zurückgeführt werden 
kann. Wir werden im Folgenden daher nur von letzteren reden, 
gleichgültig ob die Elemente derselben einfache Curven oder 
Gruppen von Curven sind. 

35. Gröszte Zahl der Doppelpuncte. Aus dem in 
Nr. 34. bewiesenen Satze ergibt sich folgendes weitere Theorem: 

Lehrsatz II. Eine einfache Curve der n-ten Ord- 
nung kann mit Einschlusz der Spitzen nur \{n— l)(n— 2) 
Doppelpuncte haben. 

Hätte sie nämlich einen Doppelpunct mehr, so könnte man 
durch diese l(n — \)(n— 2) -f 1 und durch andere n— 3 Puncte 
dieser Curve, das heiszt im Ganzen durch i(ft — 2)(n— 2-f 3) 
Puncte eine Curve der {n — 2)-ten Ordnung legen, welche mit 
der gegebenen Curve 

2l*(n— l)(n-2) + 1 1 + n—Z = n(n-2) + 1 

Durchschnittspuncte hätte, was unmöglich ist, wenn die gege- 
bene Curve nicht aus Curven einer niedrigeren Ordnung zu- 
sammengesetzt ist*). 

J. 8. 

Die Porismen Chasles' n. das Theorem von Carnot. 

36. Das Porisma Chasles' für eine Ortscurve. Es 



*) Plücker, a. a. 0., S. 215. 
Cr e mono, Eiene Curven. 4 
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sei (Fig. VI.) abc ein Dreieck. Ein beliebiger Pnnct c von bc 

ac 

ist durch das Verhältnis/. ^, ebenso ein Punct b auf ca durch 

PC 

das Verhältnis/. ^- gegeben. Ziehen wir die Geraden aa und 

bb, und schneiden dieselben sich in m, so ist dieser Punct 

ac bc 

vollständig durch die beiden Verbal tnisze — r und r~ bestimmt. 

° ab ba 

Diese Verhältnisze betrachten wir als eine Art Coordinaten 

des Punctes m. Die Gerade cm schneidet ab im Ptincte c, 

cb 

wodurch ein drittes Verhältnisz - entsteht. Diese drei Ver- 

ca 

hältnisze sind unter einander durch eine einlache Relation ver- 
bunden. Man hat nämlich nach dem bekannten Theorem des 
Ceva*): 

nc.oc cb 
ba' ab ~~~~ca' 

Liegt der Punct m auf einer der Seiten ca oder cb, so ver- 
schwindet eine der Coordinaten, liegt m dagegen auf ab, so 
werden beide Coordinaten unendlich grosz, aber ihr Verhältnisz, 

cb 

ausgedrückt durch — — , ist eine endliche Grösse. 

Laszen wir jetzt den Punct m sich auf einer Geraden be- 
wegen, so erzeugen die Puncte a und b auf cb und ca zwei 
projectivische Punctreihen, da jeder Lage von a nur eine Lage 
von b entspricht und umgekehrt. Es besteht folglich zwischen 

ac bc 

den Verhältnissen -r und . , durch welche die Puncte a und 

ab va 

b bestimmt werden, eine Gleichung, die für beide vom ersten 
Grade ist. Da nun für den Punct, in welchem die gegebene 

ac bc 

Grade ab schneidet, beide Verhältnisze ^ und unendlich 
werden, so kann diese Gleichung nur die Form: 



*) Von Ceva im Jahre 1678 gegeben. Man sehe Chaslts, Apertpi 
historique, S. 299 dor deutschen Uebcrsetzung. 
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haben. Diese Relation zwischen den Coordinaten eines beile- 
gen Punctes m einer gegebenen Geraden heisze die Gleichung 
der Geraden. 

Untersuchen wir jetzt, von welcher Form die Relation zwi- 
schen den Coordinaten des Punctes m ist, wenn derselbe sich 
auf einer Curve der w-ten Ordnung bewegt. Eine Gerade, 
deren Gleichung die (1) sei, schneidet die Curve in n Puncten, 
folglich musz die Gleichung (I) und die gesuchte Gleichung von 

ac bc 

n Coordinatenpaaren ^ gleichzeitig erfüllt werden, die ge- 
suchte Relation ist daher notwendig vom n-ten Grade für jede 
der beiden Coordinaten des Punctes m, und da die Zahl der 
Bedingungen, welche eine Curve n-ter Ordnnng bestimmen 
|»(tt + 3) ist, so musz die fragliche Relation 4n(» + 3) von ein- 
ander unabhängige Coefficienten haben. 

Hieraus ergibt sich der Satz: 

Lehrsatz I. Bewegt sich ein Punct m auf einer Curve 
der n-ten Ordnung, so besieht zwischen den veränderli- 
chen Coordinaten des Punctes m eine bestimmte Relation 
von der Form: 



welche man die Gleichung des Ortes des Punctes m 
nennen kann. 

Und dem entsprechend: 

Lehrsatz 11. Bewegt sich ein Punct m der Art, dasz 
zwischen seinen Coordinaten eine Gleichung von der Form 
(2) besteht, so ist der Ort des Punctes m eine Curve der 
n~ten Ordnung. 




= 0, 



•1» 
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37. Das Porisma Chasles' für eine Einhüllende. 
Es sei wiederum abc ein Dreieck. Ein Punct a in bc, bestimmt 

ab 

durch das Verhältnisz — , und ein Punct b in ac, bestimmt 

ÜC 

durch das Verhältnisz g- , bestimmen zusammen eine Gerade 

ab, welche demgemasz durch die Verhältnisze — und voll- 
ständig gegeben ist. Diese Verhältnisze nennt man Coordi- 
naten der Geraden. Sie trifft die dritte Seite ab in einem drit- 

cb 

ten Puncte c; dadurch entsteht ein neues Verhältnisz — . Diese 

drei Verhältnisze sind nach dem Satz des Menelaus*) durch 
die einfache Relation: 

ab t ba __cb 
ac " bc ™ ca 

verbunden. Geht die Gerade ab durch einen der Puncte a und 
6, so verschwindet eine der beiden Coordinaten, geht dagegen 
die Gerade durch c, so werden beide Coordinaten unendlich 

grosz, aber ihr Verhältnisz bleibt endlich gleich ~ • 

Laszen wir jetzt die Gerade ab sich um einen festen Punct 
drehen, so erzeugen die beiden Puncte a und b zwei projecti- 
vische Punctreihen. Es musz also zwischen den Coordinaten 
der Geraden ab eine Gleichung des ersten Grades statt haben. 
Da nun, wenn die bewegliche Gerade durch c geht, beide Coor- 
dinaten unendlich werden, so hat die Gleichung die Form: 

Diese Relation zwischen den Coordinaten einer Geraden, 
die sich um einen festen Punct dreht, nennen wir die Gleichung 
des Punctes, als Einhüllende der beweglichen Geraden auf- 
gefaszt. 

Die Gerade ab bewege sich ferner so, dasz sie von einer 
Curve der »i-ten Classe umhüllt werde. Welche Relation be- 



*) Menelaus, Sphaerica, III, I. 
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steht dann zwischen den Coordinaten der beweglichen Geraden? 
Von einem beliebigen Puncte, deszen Gleichung die (1*) sei, 
gehen m Tangenten der Curve aus, das heiszt m Lagen der 
beweglichen Geraden. Die gesuchte Relation und die Glei- 
chung (1*) roüszen also gleichzeitig durch m Systeme von Wer- 
ten der Coordinaten erfüllt werden, woraus sich ergibt, dasz 
die gesuchte Relation für jede der beiden Coordinaten vom 
m-ten Grade sein musz. Da nun aber die Curve m-ter Classe , 
durch im(*ft+3) Bedingungen bestimmt ist, so musz die Re- 
lation im{m + 3) von einander unabhängige Coefficienten ent- 
halten. 

Hieraus folgert sich der Satz: 

Lehrsatz III. Bewegt sich eine Gerade so, dasz sie 
von einer Curve der m-ten Classe umhüllt wird, so be- 
steht zwischen den Coordinaten der beweglichen Oeraden 
beständig eine Relation von der Form: 



die man als die Gleichung der Einhüllenden der be- 
weglichen Geraden ansehen kann. 

Umgekehrt ergibt sich noch: 

Lehrsatz IV. Bewegt sich eine Gerade so, dasz ihre 
Coordinaten beständig einer Gleichung von der Form (2*) 
genügen, so ist die Einhüllende dieser Geraden eine Curve 
der m-ten Classe. 

Die in den beiden letzten Nummern bewiesenen wichtigen 
Porismen sind von Chasles gegeben*). 



*) Apercu historique, p. 280. 



(2*) 
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38. Das Theorem von Ca r not. Wir wenden uns wie- 
der zur Gleichung (2) Nr. 36. In den Puncten 

a, a', a", «<«-*>, 

in denen die Curve, welche sie darstellt, die Gerade eb schnei 

det, wird die Coordinate ^ = 0, die andere Coordinate folgt 

aus der Gleichung, wenn man fy a = ® in dieselbe substituiert. 
Auf diese Weise entsteht: 

cc a'c a"c a^-Vc q 

Ebenso erhält man für die Puncte 

fr, V, &",....,*(— D, 
in denen die Curve die Gerade ca schneidet: 

1>a'Va t f>"a""h(n-Va-~ { l) p„' 

(ÜC\ n 
ab) 

und beachtet den Satz des Ceva, so entsteht: 



. cb x , c* v . ab . /ab\ n 



Setzen wir bierin — = 0, so erhalten wir die Uflrrchschnitts- 

ac 

puncte 

der Curve und der Geraden a&; folglich ist auch: 

ca' c'a' c"a et»- 1 )** - o n ' 

Diese drei Resultate mit einander verbunden liefern die 
Gleichung: 
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ab M <Tb «(— »>6 
ac'a'c'a"c~~a(»->)c 

bc Vc b^C *>C v 

( ; ' >< ba'b'a'b"a''W*- 1 )a ' 

^cb'c'b'C'b' '~t(*-i)b 

Dadurch ist das berühmte Theorem von Carnot*) bewiesen: 

Lehrsatz V. Schneidet eine Curve der n-ten Ordnung 
die Seiten bc, ca, ab eines Dreiecks abc bezüglich in den 
Puncten 

a, a", at»- 1 ); 

c, c', c", — , c'»- 1 ), 
*o besieht immer die Gleichung (3). 
Dieser Satz läszt sich auf jedes beliebige Polygon erweitern. 

* 

39. Anwendung auf Curven zweiter Ordnung. Ist 
n=l, so fällt das Theorem von Carnot mit dem Satze des 
Menelaus zusammen. Ist n — l 2, so ergibt sich daraus eine 
Eigenschaft von sechs Puncten einer Curve zweiter Ordnung. 
Da nun aber eine Curve der zweiten Ordnung nach Nr. 34. 
durch fünf Puncto bestimmt ist, so hat man umgekehrt den 
Satz: 

Lehrsatz VI. Bestimmt man auf den Seiten bc, ca, 
ab eines Dreiecks bezüglich die Puncte 

a, a'; b, f, C 

so, dasz zwischen ihnen die Gleichung: 

ab.a'b.bc , b'c.ta.?a 

(4) äcTa^cTbcTb'a.eb.c'b "~ 



*) Gdomitrie de positiori, Paris. 1803. p. 291. Deutsch von Üchumarher j 
Altona. 1808—1810, mit Zusätzen von Gauss. 
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besteht, so Hegen die sechs Puncte o, a'; b, b'; c, c* auf 
einer Curve der weiten Ordnung. 

Fallen die Puncte a', b', cf respective mit a, b, c zusam- 
men, berührt also die Curve die Seiten des Dreiecks in a, b 
und c, so gebt die obige Gleichung über in: 

ab. bc.ca _ 

ac. ba.cb^* 

Das obere Zeichen kann nicht gelten, da sonst nach dem Satze 
des Mene laus die Puncte a, b, c in gerader Linie liegen 
müszten, und eine Curve zweiter Ordnung nur zwei Puncte mit 
einer Geraden gemein haben kann. Nehmen wir also das ne- 
gative Zeichen, so folgt, unter Anwendung des Satzes von 
Ceva, dasz die drei Geraden an, ob, cc sich in einem Puncte 
schneiden. Folglich haben wir den Satz: 

L e h r s a t z V 1 1. Ist eine Curve zweiter Ordnung einem 
Dreieck eingeschrieben, so schneiden sich die Geraden, 
welche die Scheitel mit den gegenüberliegenden Beruh- 
rungspuneten verbinden, in demselben Puncte. 

a. Anwendung auf Curven dritter Ordnung. Für 
n = 3 erhalten wir aus dem Theorem des Carnot das neue: 

Lehrsatz VIII. Schneiden die Seiten bc, ca, ab eines 
Dreiecks abc eine Curve der dritten Ordnung bezüglich 
in den Puncten 

a, a"; b, b' t c, C, c". 

so findet zwischen den entstehenden Abschnitten der drei 
Seiten die Gleichung statt: 

ab.a'b. a"b . bc . b'c . b"c .ca.c'a. Ca 
( ' ac . a'c . a"c . ba . b *a . b"a . cb . Cb . c"b — ' 

Liegen nun die sechs Puncte 

c, b, b'; c, C 

in einer Curve der zweiten Ordnung, so gilt für sie die Glei- 
chung (4). Dividieren wir durch diese die Gleichung (5), so 
entsteht: 
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a"b.h"c.c"a 

und die Puncte e" liegen daher in gerader Linie. Lie- 

gen umgekehrt «", b", e" in gerader Linie, so befinden sich 
die übrigen sechs Durchschnittspuncte auf einer Curve zweiter 
Ordnung. 

b. Fortsetzung. Tangentialpunct. Besteht der Ort 
der zweiten Ordnung aa'Wu' aus dem Systeme zweier zusam- 
menfallender Geraden, so geht der obige Satz in den folgen- 
den über: 

Lehrsatz IX. Legt man durch die Puncte, in denen 
eine Curve dritter Ordnung von einer Geraden geschnit- 
ten wird, Tangenten an die Curve, so schneiden diese die 
Curve in drei neuen Puncten, die in einer weiten Geraden 
liegen*). 

Berührt eine Gerade eine Curve der dritten Ordnung im Puncte 
a und schneidet sie einfach im Puncte a", so heiszt der Punct 
a" der Tangentialpunct von a; wir können daher auch sagen: 

Lehrsatz X. Liegen drei Puncte einer Curve der drit- 
ten Ordnung in einer Geraden R, so liegen ihre Tangen- 
lialpuncte in einer weiten Geraden S. 

Die Gerade S heiszt der Geraden R beigeordnet (retta 
sattelite), diese dagegen heiszt die primitive. Der Durch- 
schnittspunct beider Geraden heiszt der beigeordnete Punct 
(punto sattelite) von R. 

Ist R eine Tangente der Curve dritter Ordnung, so fallt der 
beigeordnete Punct mit dem Tangentialpunct des Beriihrungs- 
puncfes zusammen, und die beigeordnete Gerade ist die Tan- 
gente der Curve im beigeordneten Puncte.» 

c. Fortsetzung. Wird die Gerade a"6"e" eine Wende- 
tangente der Curve der dritten Ordnung, so ergibt sich der Satz: 



•) Man sehe die Abhandlung Maclaurins , Ueber die Curven der 
dritten Ordnung, übersetzt von Jonquieres: Melanges de Geometrie pure, 
Paris. 1856. p. 223. 
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Lehrsatz XI. Zieht man aus einem Wendepuncte ei- 
ner Curve dritter Ordnung drei beliebige Transveraalen, 
so schneiden diese die Curve in sechs Puncten, die in 
einer Curve der zweiten Ordnung liegen. 

Liegen von diesen sechs Puncten drei in einer Geraden, 
so liegen die drei übrigen ebenfalls in einer Geraden. Folglich 
gilt dann der Satz: 

Lehrsatz XII. Zieht man durch einen Wendepunct 
einer Curve dritter Ordnung drei Tangenten an die Curve, 
so liegen die drei Berährungspuncte in gerader Linie*). 

d. Fortsetzung. Liegen die Puncte fr", c" in gera- 
der Linie, so liegen die andern sechs «, 6, e, c* in einer 
Curve der zweiten Ordnung; fallen nun von diesen drei a', b', 
c' in einen Punct zusammen, so ergibt sich der neue Satz: 

Lehrsatz XIII. Berühren drei Transversalen, die 
durch einen Punct a' einer Curve dritter Ordnung gehen, 
diese in drei Puncten a", V, c" in gerader Linie, und 
gleichzeitig in drei andern Puncten «, b, c, so hat die 
Curve der dritten Ordnung in a' eine dreipunetige Berüh- 
rung mit einer Curve zweiter Ordnung, die gleichzeitig 
durch die Puncte a, ff, c gehl. 

Fallen a", c" in einen Wendepunct zusammen, so folgt 
aus dem letzten Satze der neue: 

Lehrsatz XIV. Jede Transversale, welche durch ei- 
nen Wendepunct einer Curve dritter Ordnung gezogen ist, 
schneidet dieselbe in zwei Puncten, in welchen diese Curve 
mit ein und derselben Curve zweiter Ordnung zwei drei- 
punetige Berührungen hat**). 

Hieraus folgt noch: 

Lehrsatz XV. Zieht man durch einen Wendepunct 
einer Curve dritter Ordnung eine Berührende an die 
Curve, so hat diese in ihrem weiten Berührung spunete 



*) Maclaurin, a. a. O., p. 226. 
+*) Poncelet, Analyse des transversales. (Grelles Journal T. 8. Ber- 
lin. Reimer. 1832. S. 129-135.) 



Digitized by Google 



Nr. 39 c— 40. J Die Grundprinzipien. 59 

eine sechspunctige Berührung mit einer Curve der zwei- 
ten Ordnung*). 

40. Der Satz vod Chasles über die Tangenten ei- 
ner Curve. Wir betrachten jetzt zweitens eine Einhüllende 
der m-ten Classe. Sie sei gegeben durch die Gleichung (2*) 
in Nr. 38. Um die Tangenten der Curve, welche durch a 

gehen, zu erhalten, müszen wir in der Gleichung j^. = 0 setzen. 

Die resultierende Gleichung gibt die Werte der zweiten Coordi- 
naten der Puncte 

in welchen bc durch die Tangenten geschnitten wird, die durch 
a gehen. Auf diese Weise entsteht: 

ac* a'c' a"c «(--*>«? — ( ~ 1 r ä ' 
Für die Puncte 

b, b', ..... *(—»>, 

in denen ca durch die Tangenten, welche durch b gehen, ge- 
schnitten wird, erhalten wir die entsprechende Relation: 

ba b'a \Ta W™-*)g q 
bc ' b'c ' b"c " ' • ' J C—Dc ~ ( * 

Dividiert man die Gleichung (2*) in Nr. 38. durch Qj)" und 
beachtet die Gleichung 

. bö _ c6 
ac * bc ~" ca ' 

so erbalt man: 



/cä\"» , „/cftY"- 1 bc a fcb\ 



+ J =0. 

+e-+e»-4^+"+e(l£) 



*) Plücker, Ueber Ourven dritter Ordnung und analytische Beweisfüh- 
rung. (Crelles Journal T. 34. Berlin, Reimer. 1847. S. 330.) 
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bc 

Setzen wir hierin ^ = 0, so ergeben sich hieraus die Puncte 

in denen ab von den Tangenten die durch c geben geschnit- 
ten wird. Es ist also: 

cb tb c"b «t—Dj . * m 

Diese drei Resultate mit einander verglichen liefern die 
Relation : 

ab a?b a^b gi"-*)b 
ac'a'c'a"c""ai'»- l )c 

ca c^a c"a c^-^a 
^cb'tb'rb""^^ 

I 

Hierin liegt der Satz*): 

Lehrsatz XVI. Zieht man durch die drei Scheitel a, 
b, c eines Dreiecks abc Tangenten an eine Curve der 
m-ten Classe, weiche die Seiten bc, ca, ab bezüglich in 
den Puncten: 

a, a', a",....,*^- 1 *; 

b, &0»-D; 

c, c*, e" ,t<»- 1 ) 

schneiden, so besteht zwischen den Abschnitten, welche 
durch diese Puncte auf den Seiten gebildet werden, immer 
die Relation (3*). 

Für wi = l enthält Gleichung (3*) das Theorem des Ceva. 

Für *» = 2 hat man eine Eigenschaft von sechs Tangenten 
einer Curve zweiter Classe, und leitet daraus den Satz ab: 



*) Chasles, Geomttrie superieure, Paris, Bachelier. 1852. p. 361. 
Deutsch von Schnuse, Braunschweig, Leibrock. 1856. 
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Lehrsatz XVII. Ist eine Curve weiter Classe einem 
Dreieck umschrieben, so schneiden die Tangenten in den 
Scheitelpuncten die gegenüberstehenden Seiten in drei 
Puncten, die in gerader Linie Hegen. 

IL 8. W., U. 8. W. 

41. Curvenbuschel. Es seien 

die zu Gleichung (2) Nr. 36. analogen Gleichungen zweier Cur- 
ven der n-ten Ordnung. Ist k eine beliebige Grösze, so stellt 
die Gleichung 

offenbar eine neue Curve der n-ten Ordnung vor. Die Werte 

üc hc 

der Coordinaten -g und g-j welche U und V annullieren, er- 
füllen auch die Gleichung U-rkü* = 0; folglich liegen die n 2 
Durchschnittspuncte der beiden Curven U=z0 und (T = 0 alle 
auf der Curve, deren Gleichung l/-f Aü* = 0*) ist. Da nun diese 
letzte Gleichung für jeden der unendlich vielen Werte von k 
eine Curve der n-ten Ordnung repräsentiert, so gilt der Satz: 

Lehrsatz XVIII. Durch die n* Durchschnittspuncte 
zweier Curven der n-ten Ordnung lasten sich unendlich 
viele Curven derselben Ordnung legen. 

In Nr. 34. ist gezeigt, dasz eine Curve der n-ten Ordnung 
durch in(n-f 3) Bedingungen bestimmt ist. Der letzte Satz 
zeigt nun, dasz im Allgemeinen durch ln(n-f-3) Puncte nur eine 
einzige Curve der n-ten Ordnung gelegt werden kann. Gingen 
nämlich zwei Curven n-ter Ordnung durch diese Puncte, so 
mutzten nach obigem Satze noch unendlich viele andere Curven 
derselben Ordnung durch sie gezogen werden können. 

Durch in(n + 3) — 1 Puncte gehen nach Nr. 34. eine unbe- 
grenzte Anzahl Curven n-ter Ordnung, deren zwei sich noch 
in andern 



*) Lame", Examen des differentes nUthodes employies pour risoudrt les 
problemes de ge'ome'trU, Paris. 1818. p. 28. 
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Puncten schneiden. Diese gehören daher auch allen andern 
durch die gegebenen Puncte gelegten Curven an. Das gibt 
den Satz: 

Lehrsatz XIX. Durch j n(n -f 3) — 1 beliebige gegebene 
Puncte gehen eine unbegrenzte Anzahl Curven n-ter Ord- 
nung hindurch, die ausserdem noch i(n — J)(n — 2) be- 
stimmte Puncte gemein haben*). 

Eine jede dieser Curven ist völlig individualisiert, sobald 
jmszer den gegebenen £w(n + 3) — 1 Puncten noch ein beliebiger 
weiterer Punct derselben gegeben ist. Von der unbegrenzten 
Zahl der Curven, die durch *n(w+3) — 1 Puncte gelegt werden 
können, geht also nur eine durch einen weitern beliebigen Punct. 
Der Index der durch diese unbegrenzte Anzahl Curven gebil- 
deten Reihe (S. Nr. 34.) ist daher gleich 1. Eine solche Reihe 
heiszt ein Curvenbüschel. Unter einem Curvenbüschel w-ter 
Ordnung versteht man also das System der unendlich vielen 
Curven, die durch \n(n-\-Z) — 1 beliebig gegeben und damit 
auch durch noch l(n—-})(n— % 2) bestimmte Puncte gehen. 

Die Gesammtheit der n 2 gemeinschaftlichen Puncte eines 
Curvenbüschels heiszt die Basis des Büschels. 

Entsprechende Eigenschaften greifen bei den Curven einer 
bestimmten Classe Platz. Die m? gemeinschaftlichen Tangen- 
ten zweier Curven m-ter Classe berühren eine unbegrenzte An- 
zahl anderer Curven derselben Classe, es gibt aber nur eine 
Curve der ?«-ten Classe, welche iwi(f»-f-3) Gerade berührt. Alle 
Curven der m-ten Ciasso, die \m{m + §) — 1 gegebene Gerade 
berühren, haben noch \(m— l)(m- 2) bestimmte gemeinschaft- 
liche Tangenten, u. s. w. 

Weitere Fundamentalsätze über ebene Curven. 

42. Der Satz von Jacobi. Von den £n(n + 3) Puncten, 
welche eine einfache Curve der »-ten Ordnung bestimmen, kön- 

*) Plücker, Analytisch -geometrische Entwicklungen. l.Bd. Essen. Bä- 
docker. 1828. S. 229. 



Digitized by Google 



Nr. 41—43] 




nen nur höchstens n.p —i(p—l)(p— 2) in einer Curve der p-ten 
Ordnung liegen, p<». Denn liegen 



Puncte in einer Curve der p-ten Ordnung, p<», so bestimmen 
die noch übrigen 



in(w+3) -«./> + UP ~ 1)(P -2)- 1 = Xn-p){n-p+Z) 



Puncte nach Nr. 34. eine Curve der (n — p)-ten Ordnung, die 
mit der gegebenen Curve der p-ten Ordnung einen Ort der 
n-ten Ordnung darstellt, der durch säramtlicbe gegebene Puncte 
geht. Folglich gilt der Satz: 

Lehrsatz I. Auf einer Curve p-ter Ordnung kann man 
nicht mehr als 



Puncte willkürlich annehmen, wenn durch dieselben eine 
einfache Curve der n*ten Ordnung, n<,p, gelegt werden 
soll*). 

43. Der Satz von Plücker. Es seien zwei Curven von 
den Ordnungen p und q gegeben und es sei p + q — n. Auf 
dem Orte der w-ten Ordnung, den beide Curven zusammen dar- 
stellen, nehmen wir £n(n+3) — 1 willkürliche Puncte an. Durch 
diese Puncte geht eine unbegränzte Anzahl von Curven der 
n-ten Ordnung (Nr. 41), die noch \{n — \){n — 2) weitere Puncte 
gemein haben, welche auf beiden gegebenen Curven verteilt lie- 
gen. Von den *«(#i + 3) — 1 willkürlichen Puncten wollen wir 
annehmen, es lügen n.p — g auf der Curve der p-ten und n.q — A 
auf der Curve der q-ten Ordnung, so müszen nach dem Obigen 
g und h zwei positive ganze Zahlen sein, die der Bedingung : 



genügen. Solleu die Curven nun durch die Puncte, die in ihnen 
liegen, bestimmt sein, so müszen die Beziehungen 



n.p-i(j>-lXp-2) + l 



np-l(p-})(p-2) 



(1) 



* + A=K»-l)(»-2) 



*) Ja coli, De relationibiis, quac locum habere dtbent inier puncto, intet-' 
sectionis duarum curvarum cd . (Cr e lies Journal T. 15. Berlin. Keimer. 183G. 
S. 292). 
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n.q-h^±q(q + 3) 
bestehen. Aus ihnen folgt: 

Setzen wir hierin die Werte ein, welche fiir g uoil h aus Glei- 
chung (1) folgen, so gibt das: 

*>Kj>-i)(P-2). 

und damit sind die Grenzen gegeben, zwischen denen g und h 
liegen muszen. So ist g eingeschloszen durch die untere Grenze 
k(p — 0(P — 2) und die obere Grenze l)Cp— 2)+j?(fl— p)— 1, 
und ist g bekannt, so ergibt sfeh h aus Gleichung (1). Hieraus 
flieszt der Satz'): 

Lehrsatz 11. Alle Curven der Ordnung n—p\q, 
die man durch n.p — g Puncte einer Curve der p-len und 
durch n.q—h Puncte einer Curve der q-ten Ordnung le- 
gen kann, schneiden die erste Curve noch in g und die 
weite Curve noch in h festen Puncten. 

a. Folgerung 1. Aus diesem Satze folgt augenblicklich 
der neue: 

Lehrsatz III. Damit durch die n* Durchschnitt spunde 
weier Curven der n-ten Ordnung das System zweier 
Curven der p~ten und (n—p)-ten Ordnung gelegt werden 
könne, ist es nötig, aber auch hinreichend, das» von die- 
sen Durchschnittspuncten n.p — g der Curve p-ter Ord- 
nung und n(n—p) — h der Curve (n—p)-ter Ordnung an- 
gehören. 



*) Plüclcer, Theorie der algebraischen Curven, S.II. 
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b. Folgerung 2. Hat g seinen kleinsten Wert, so kann 
man die letzten Sätze auch folgendermaszen faszen: 

Lehrsatz IV. Jede Curve der n~ten Ordnung, die durch 
n.p — UP— 0(P — 2) Funde einer Curve der p-ten Ord- 
nung gelegt ist, p<n, schneidet diese auszerdem noch 
in i(p -l)(p—2) festen Puncten. 

Oder: 

Lehrsatz V. Wenn von den ri 2 Durchschniitspuncten 
zweier Curven der n-ten Ordnung n.p — i(p — \)(p — 2) 
in einer Curve der p-ten Ordnung liegen, p<,n, so liegen 
davon auf derselben noch weitere l(p~\)(p — 2), und die 
übrigen n(n —p) Puncte liegen auf einer Curve der (n—p)- 
ten Ordnung. 



44. Der Satz von Cayley. Die Sätze der letzten Num- 
mer sind endlich in dem folgenden allgemeinem Satze enthalten: 

Lehrsatz VI. Befinden sich von den Durchschniits- 
puncten zweier Curven C n von der n-ten und C m von der 
m-ten Ordnung, w<», tn.p — i(m+p— n— \){m+p— n— 2) 
auf einer Curve C P von der Ordnung p <«, so liegen auf 
dieser Curve noch weitere 

\{m + P- n— \){m +j?-n-2) 

Puncte, und die übrigen m{n—p) Puncte liegen auf einer 
Curve der (n—p)-ten Ordnung. 

Denn beschreibt man durch \{n—m)(n—m\Z) der (n— m)p 
Durchschnittspunctc der Curven C P und C n , die sie nicht mit 
Cm gemein haben, eine Curve C»- m der (n — m)-len Ordnung, 
so haben wir zwei Orte der n ten Ordnung, Cn und C m \ Cn-m- 
Die Curve C P enthält nun 

mp — \(m \ p-n—1)(m +p — w-2) + i(n- »i)(n-»i f3) 

= n.p-l(p-\)(p-2) 

Durchschnittspuncte beider Orte. Folglich enthält sie nach Nr. 430. 
noch weitere \(p— 1){p — 2) Durchschnittspuncte, nämlich 

\{m+p—n-\){m +p - n - 2) , 

Cr e mono, Ebene Curven. f, 
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die C n und Cm gemeinschaftlich haben, und 

{n—m)p—\{n-m){n—m+Z), 

die C n und C n -m gemein sind. Alle Uebrigen liegen dann auf 
einer Curve der (n—p) -tea. Ordnung. 

Aus diesem Satze folgt, dasz durch die 

m.p — \{m \p—n— \){m\p — n — % 

gegebenen, den Curven C„, C m , C p gemeinschaftlichen Puncte 
noch 

l(m +/> — «- l)(tt +/>— » - 2) 

ebenfalls diesen Curven gemeinschaftliche Puncte bestimmt wer- 
den. Diese letzten Puncte sind aber unabhängig von Cn allein 
durch die Curven C m und Cp bestimmt, und es gilt daher der Satz: 

Lehrsatz VII. Jede Curve der n-ten Ordnung, die 
durch 

m.p—l{tn+p — n—\)(m+p-n-2) 

Durchschnitlspuncte weier Curven der m-ten und p-ten 
- Ordnung, m<^n und p < n vorausgesetzt, beschrieben ist, 
geht auch durch sämmtliche übrige Durchschnitlspuncte 
dieser beiden Curven*). 

45. Anwendungen. Die soebeu bewiesenen Sätze sind 
durch ihren vielfachen Gebrauch in der Theorie der Curven von 
der allergrüszesten Wichtigkeit. Wir begnügen uns hier, einige 
interessante Beispiele hinzuzufügen. 

a. Folgerung 1. Schneidet man eine Curve der n-ten 
Ordnung durch zwei Transversalen bezüglich in den Puncten: 

a , b, c, n; 

a' , b' , Cf t n'; 

und betrachtet das System von n Geraden: 

aa\ bb', cc' t im' 



♦) Cayley, (Cambridge and Dublin Matbematical Journal, Vol. HI., 
1843, p. 211). 
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als einen Ort der n-ten Ordnung, so liegen nach Nr. 43b, die 
übrigen Durchschnittspuncte dieser Geraden mit der gegebnen 
Curve in einer Curve der (n— 2)-ten Ordnung. Läszt mau die 
Puncto a', b', c' , — , n' respective mit a, b, c, — , n zusam- 
menfallen, so entsteht: 

Lehrsatz VIII. Legt man durch die Funde, in denen 
eine Curve n-ter Ordnung von einer Geraden geschnitten 
wird, Tangenten an die Curve, so schneiden diese dieselbe 
noch in n(n — 1 2) weitem Funden, die sämmtlich auf einer 
Curve der (n — ty-len Ordnung liegen*). 

b. Folgerung 2. Auf analoge Art beweist man den all- 
gemeinen Satz: 

Lehrsatz IX. legt man durch die Funde in denen eine 
Curve der n-ten Ordnung von einer Curve der n'-ten Ord- 
nung geschnitten wird, die Tangenten der ersten Curve, so 
schneiden dieselben diese Curve in noch n.n'(n—2) Funden, 
die alle auf einer Curve der n'(n—2)-ten Ordnung Hegen. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem am Anfang von Nr. 44- 
bewiesenen Satze, sobald man den Complex der n.n' gemein- 
schaftlichen Tangenten als einen Ort der ».»'-ten Ordnung, 
und die doppelt gezählte Curve der n'-ten Ordnung als einen 
Ort der 2n'-ten Ordnung auffaszt. 

c. Folgerung 3. Die Satze von Pascal und Bri- 
anchou. 

Lehrsatz X. /*/ eine Curve dritter Ordnung durch 
die Scheitel eines Sechsecks und durch *wei der drei 
Funde, in denen sich je zwei gegenüberstehende Seiten 
schneiden, beschrieben, so gehl sie auch durch den dritten 
dieser Funde. 

Denn die erste, dritte und fünfte Seite des Sechsecks bil- 
den einen Ort der dritten Ordnung, einen zweiten Ort der drit- 
ten Ordnung liefern die drei übrigen Seiten des Sechsecks. 
Die neun Durchschnittspuncte dieser beiden Orte sind die sechs 
Scheitel des Sechsecks und die drei Durchschnittspuncte der 



*) Poncelet, Ajialyse des transversales, p. 3 8 7 . 

5* 
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gegenüberliegenden Seiten. Von diesen liegen nach der Vor- 
aussetzung acht in der gegebenen Curve, diese enthält also 
nach Nr. 41. auch den neunten, q e. d.*). 

Liegen die sechs Scheitel in einer Curve der zweiten Ord- 
nung, so liegen nach Nr. 430. die übrigen drei in gerader Linie. 
Dies gibt das berühmte Theorem von Pascal'. 

Lehrsatz XI. Die Gegenseiten eines in eine Curve 
weiter Ordnung eingeschriebenen Sechsecks schneiden 
sich in drei Puncten, die in gerader Linie liegen**). 

Aus diesem folgt mittelst des Princips der Dualität der Satz 
von Brianchon***): 

Lehrsatz XII. Die drei Geraden, welche die gegen- 
überliegenden Scheitel eines um eine Curve der weiten 
Classe beschriebenen Sechsecks verbinden, schneiden sich 
in demselben Puncte. 

d. Folgerung 4. Ks sei ein Sechseck einer Curve dritter 
Ordnung eingeschrieben; 1, 2, 3, 4, 5, f> seien die Scheitel; a, 
b, c bezüglich die Durchschnittspuncte der Gegenseiten [12 45], 
[23-56], [34*01]. Läszt man nun die Puncte 1 und 2 sowie 
4 und 5 zusammenfallen, so bilden die Puncte 1, 3, 4, 6, b, c 
die Scheitel eines vollständigen Vierseits und a ist der Durch- 
schnitt der Tangenten in den Puncten 1 und 4. Das gibt 
den Satz: 

Lehrsatz XIII. Ist ein vollständiges Vierseit einer 
Curve dritter Ordnung eingeschrieben, so schneiden sich 
die Tangenten der Curve in zwei gegenüberliegenden Schei- 
teln in einem Puncte der Curve f). 



*) Poncelet, a. a. 0. p. 132. 
**) Pascal, Essais pour les coniques in den Oeuvres de Blaise Pascal. 
A la Haye. Chez Detune M.DCC.LXXIX. t. 4. p. 1—7. — Man sehe auch: 
Weissenborn, die Projection in der Ebene, Berlin, Weidmannsche Buch- 
handlung 1862. Vorrede S. VIII— XVII. 

***) Brianchon, Journal de fEcole polytechnique , Cah. 13, pag. 301, 
Paris 1806. 

t) Maclaurin, a. a. 0. p. 237. 
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Es seien jetzt a, b, c\ a*, b', c' die Scheitel eines in eine 
Curve dritter Ordnung eingeschriebenen vollständigen Vierseits; 
a, b, c seien in gerader Linie; a', b\ c' die Scheitel, welche 
ihnen bezüglich gegenüberliegen. Nun schneiden sich die Tan- 
genten in den Puncten a und a*\ b und b'% c und c' nach dem 
Obigen in drei Puncten «, fr, c der Curve. Nach Nr. 39ft. He. 
gen aber, wenn die drei Puncte a, b, C einer Curve dritter Ord- 
nung in gerader Linie liegen, ihre Tangentialpuncte a, f>, e 
ebenfalls in einer Geraden, und wir haben also den Satz: 

L ehrsatz XIV. Ist ein vollständiges Vierseit einer Curve 
der dritten Ordnung eingeschrieben, so schneiden sich die 
drei Paare von Tangenten durch die sich gegenüberliegen- 
den Scheitet in drei Puncten der Curve, die in gerader 
Linie liegen. 

§. 10. 

Urzeugung ebener Curven. 

40. Doppel verhal tnisz von vier Curve u ei ues Bü- 
schels. In Nr. 41. verstanden wir unter Curvenbäschel der 
n-ten Ordnung das System der unendlich vielen Curven der 
n-ten Ordnung, die durch dieselben n 2 Puncte gehen. Ein Cur- 
venbäschel ist also ein geometrisches Gebilde, deszen einzelne 
Elemente Curven n-ter Ordnung darstellen, die durch i#t(n+3)— 1 
gegebene Puncte und damit auch durch i(n — l)(n— 2) andere 
feste Puncte gehen. 

Jede Curve des Büschels ist vollständig individualisiert, so 
bald ein Punct gegeben ist, durch den sie gehen soll. Nehmen 
wir an, dieser Punct läge auf einer Geraden, welche durch ei- 
nen Punct der Basis geht, und zwar diesem Puncte unendlich 
nahe, so ist die Curve durch ihre Tangente in dem Basispuncte 
gegeben. Legen wir daher durch einen Basispunct des Büschels 
eine beliebige Gerade, so gibt es nur eine Curve des Curven- 
büscheis, welche diese Gerade in dem bestimmten Puncte be- 
rührt. Wir construieren jetzt das Stralenbüschel, das durch 
die sämmtlichen Geraden, welche durch einen Basispunct ge- 
legt werden können, gebildet wird, und nennen jeden Stral des 
Stralenbüschels derjenigen Curve des Curvenbüschels entspre- 
chend, die ihn im Basispuncte berührt. Dann entspricht offen- 
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bar jedem Stral des Stralenbflschels eine einzige Curve des 
Curvenbüschels, und unigekehrt jeder Curve des Curvenbüschels 
nur ein Stral des Stralenbiischels. Folglich bilden Stralenbfischel 
und Curvenbüschel zwei projectivische geometrische Gebilde. 

Betrachten wir zwei Basispuncte und die Stralenbüschel, 
deren Mittelpuncte sie sind, und nennen diejenigen Straten der 
beiden Stralenbiischel entsprechende Straten, die dieselbe Curve 
des Curvenbüschels in den beiden Basispuncten berühren, so 
sind die beiden Stralenbiischel offenbar projectivisch, das heiszt, 
die n 2 Stralenbiischel, deren Mittelpuncte die n 2 Basispuncte 
bilden, sind säiumtlich unter sich und mit dem Curvenbüschel 
projectivisch. 

Dies vorausgesetzt, verstehen wir unter Doppelverhältnis* 
von vier Curven eines Curvenbüschels das Doppelverhältnisz 
der vier entsprechenden Straleu eines der n 2 zu dem Curven- 
büschel projectivischen Stralenbüschel. 

47. Zusammenfallen zweier Basispuncte. Es mö- 
gen zwei Basispuncte sich einander unendlich nähern, das 
heiszt, die Curven des Büschels mögen sich in einem Puncto 
a berühren. Ist dann Ä die gemeinschaftliche Tangente aller 
dieser Curven, so haben alle Curven in a zwei unendlich nahe 
Puncte mit der Tangente A gemein, so dasz sich also immer 
eine Curve bestimmen läszt, welche durch einen dritten zu a 
unendlich nahen Punct von A geht, die also mit A in a eine 
dreipunetige Berührung bat. Ebenso läszt sich immer eine 
Curve bestimmen, welche mit einer zweiten beliebigen durch a 
gelegten Geraden B einen dem Puncte a unendlich nuhen Punct 
gemein hat, die also im Allgemeinen nach Nr. 31. in a mit jeder 
andern durch a gelegten Geraden zwei zusammenfallende Puncte 
besitzt, und damit ist der Satz erwiesen: 

Lehrsatz I . Unter allen Curven eines Curvenbüschels, 
die sich in einem Puncte a berühren, gibt es eine, für 
welche a ein Wendepunct, und eine, für welche dieser 
Punct ein Doppelpunct ist. 

48. Der Basispunct als Doppelpunct für alleCur- 
ven des Büschels. Es kann sich ereignen, dasz ein Basis- 
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punct für alle Curven des Curvenbüschels ein Doppelpunct ist; 
dann gilt dieser Punct nach Nr. 32. für vier der Durchschnitts- 
puncte zweier beliebiger Curven des Büschels, die übrigen Ba- 
sispuncte sind also in diesem Falle noch n 2 — 4. Nun ist klar, 
dasz die Tangentenpaare der einzelnen Curven in dem gemein- 
schaftlichen DoppeTpuncte eine quadratische Involution bilden. 
Eine solche enthält aber immer zwei Doppelstralen, und es gibt 
also zwei Curven des Curvenbüschels, für welche a eine Spitze 
bildet. 

Haben alle Curven des Curvenbüschels in dem Doppelpuncte 
a eine gemeinschaftliche Tangente, so bestimmt jede durch 
a gelegte Gerade, als zweite Tangente betrachtet, eine Curve 
des Büschels. In diesem Falle gibt es also nur eine Curve, 
für welche a eine Spitze bildet. 

Haben alle Curven des Büschels im Doppelpunct a diesel- 
ben zwei gemeinschaftlichen Tangenten A und Ä, so läszt sich 
eine dieser Curven so bestimmen, dasz eine Gerade, die durch 
a gelegt, aber von A und A! verschieden ist, mit derselben 
drei gemeinschaftliche Puncte besitzt. In diesem Falle gibt es 
also nach Nr. 31. eine Curve des Büschels, fär welche a ein 
dreifacher Punct ist. Dies gilt natürlich auch dann noch, wenn 
die beiden Tangenten A und A' in eine gemeinschaftliche Tan- 
gente zusammenfallen, das beiszt, wenn der Punct a für alle 
Curven des Curvenbüschels eine Spitze bildet. 

Dem analog gilt der allgemeine Satz: 

L e h r s a t z 1 1 . Ist a ein r -facker Punct ßr alle Curven 
eines Curvenbüschels, und haben diese daselbst r gemein- 
schaftliche Tangenten, so gibt es immer eine Curve des 
Büschels, für welche a ein (r + l)-facher Punct ist. 

49. Involution auf einer Transversale durch ein 
Curvenbüschel erzeugt. Schneidet eine beliebige Transver- 
sale die Curven eines Curvenbüschels der n-ten Ordnung, so bil- 
den die Durchschnitte derselben mit jeder Curve der n-ten Ord- 
nung eine Gruppe von n Puncten. Die Gesammtheit aller dieser 
so gebildeten Gruppen von n Puncten stellt eine Involution des 
n-ten Grades dar. Denn durch jeden Punct j der Transversale 
geht eine eimige Curve des Büschels, welche diese Transver- 
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sale in den übrigen n — l Puncten der Gruppe , zu welcher j 
gehört, schneidet. Jede Gruppe ist also durch einen einzigen 
ihrer Puncte vollständig bestimmt, und dies ist genau das in 
Nr. 21. angegebene charakteristische Kennzeichen der Involution*). 

Die Involution, die auf diese Weise entsteht, enthält nach 
Nr. 22. 2(n — 1) Doppelpuncte, wir haben also den Satz: 

Lehrsatz III. Unter den Curven eines Büschels der 
n-ten Ordnung gibt es immer 2(n — 1), die eine gegebene 
Gerade berühren. 

Offenbar sind das Curvenbüschel n-ter Ordnung und die 
Involution n-ten Grades, die von demselben auf einer beliebigen 
Transversale bestimmt wird, zwei projectivische geometrische 
tiebilde, das heiszt, die Doppelverhältnisze von vier Curven 
des Büschels und von den vier entsprechenden Punctgruppen 
der Involution, in denen sie eine beliebige Gerade schneiden, 
sind einander gleich. 

Zwei Curvenbüschel heiszen projectivisch , wenn sie be- 
züglich zu zwei projectivischen Stralenbüscheln projectivisch 
sind, das heiszt, wenn jeder Curve des einen Büschels nur 
eine Curve des andern Büschels entspricht und umgekehrt. 
Folglich sind offenbar die Doppelverhältnisze von vier Curven 
des einen und von den vier entsprechenden Curven des zweiten 
Curvenbüschels einander gleich, und die beiden Involutionen, 
welche zwei projectivische Curvenbuschel auf derselben oder 
auf zwei verschiedenen Geraden bestimmen, projectivisch. 

50. Ort der Durchschnitts]) unete zweier projec- 
tivisch er Curvenbüschel. Wir bestimmen zunächst die 
Ordnung des Ortes der Durchschnittspuncte der correspondie- 
renden Curven zweier projectivischer Curvenbüschel der n-ten 
und n'-ten Ordnung. Zu diesem Zwecke schneiden wir beide 



*) Diese wichtige Eigenschaft, dnsz die Punctgruppen, in der eine Trans- 
versale die Curven eines Curvenbüschels schneidet, in Involution sind, ist 
in dieser Allgemeinheit schon von Poncelet (Comptes rendus, 8. Mai 1843, 
p. 953) ausgesprochen. Sturm hat diesen Satz für die Kegelschnitte bewie- 
sen: Memoire sur les lignes du second ordre (Annales de Ger gönne, 1. 17, 
Nismes 1826—27, p. 180). 
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Büschel durch eine Transversale. Hierdurch entstehen zwei 
projectivische Involutionen vom n-ten und n'-ten Grade, die nach 
Nr. 24*. n\n' gemeinschaftliche Puncte haben. Auf der gege- 
benen Transversale liegen also n-f n' Puncte, durch welche je 
zwei entsprechende Curven der beiden Curvenbüschel hindurch 
gehen, das heiszt n\ri Puncte des gesuchten Ortes. Dieser Ort 
ist demnach eine Curve C n +n' der (n-fn')-ten Ordnung*). Sie 
geht durch sämmtliche Basispuncte der beiden Curvenbüschel, 
da ein jeder dieser Puncte auf allen Curven des einen Büschels 
und auf je einer Curve des andern Büschels liegt**). 

a. Zerlegung des Ortes in Curven niederer Ord- 
nung. Die resultierende Curve der (n-f n')-ten Ordnung kann 
oftmals in Curven von niederer Ordnung zerlegt werden. So 
sind z. B., wenn die einander entsprechenden Curven der bei- 
den Büschel sich beständig auf einer Curve der r-ten Ordnung, 
r <n + n', schneiden, die übrigen Durchschnittspuncte alle auf 
einer zweiten Curve der (n -fn' — r)-ten Ordnung gelegen, und 
diese und die obige Curve der r-ten Ordnung bilden zusammen 
den vollständigen, durch die beiden Curvenbüschel erzeugten 
Ort der (» + w')-ten Ordnung. 

b. Anderer Fall der Zerlegung. Diese Zerlegung 
greift auch dann Platz, wenn die beiden projectivischen Curven- 
büschel, die wir jetzt von derselben Ordnung n voraussetzen, 
eine gemeinschaftliche Curve haben, die sich selbst zugeordnet 
ist. Dann kann man jeden Punct dieser Curve als gemeinschaft- 
lichen Punct zweier entsprechender Curven auffaszen, und der 
Ort der Durchschnittspuncte von je zwei der übrigen entspre- 
chenden Curven der beiden Büschel ist in diesem Falle eine 
Curve der n-ten Ordnung. 

Diese Eigenschaft kann man auch auf folgende Art aus- 
sprechen : 



*) Ucber diese Methode, die Ordnung eines geometrischen Ortes zu be- 
stimmen, sehe man Poncelet, Analyse des transversales, p. 29. 

**) Chasles, Construction de la courbe du 3»"« ordre etc. (Comptes ren- 
dus, 30. Mai 1853). — Sur les courbes du 4"*« et du 5»»« ordre etc. (Comptes 
rendus, 16. aoüt 1853). — Jonquieres, Essais sur la ge'ne'ration des cour- 
bes etc. Paris, 1858, p. 6. 
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Lehrsatz IV. /#/ flwve # dtircA dfe 0«»<rffi- 

schaftüchen Puncte zweier Curven U und V und gleichzei- 
tig durch die gemeinschaftlichen Puncte %weier anderer 
Curven V und V* beschrieben, so liegen die Durchschnitts- 
puncte der Curven V und U', sowie die der Curven V und 
V sämmtlich auf einer und derselben zweiten Curve K. 

Naturlich sind alle diese Curven von derselben n-ten Ord- 
nung angenommen. 

51. Einflusz zusammenfallender Durchschnitts* 
puncte. Schneiden wir wiederum, wie soeben, zwei gegebene 
projectivische Curvenbüschel durch eine Transversale R, so 
erhalten wir zwei projectivische Involutionen, deren » + ge- 
meinschaftliche Puncte die Durchschnittspuncte der Transver- 
sale R mit der durch die Durchschnittspuncte der entsprechen- 
den Curven erzeugten Curve Ci-fn' sind. Es liege nun auf R 
ein Puncto, in welchem r Durchschnittspuncte der sämmtlichen 
Curven des ersten Büschels und r' dieser Durchschnittspuncte 
für sämmtliche Curven des zweiten Büschels mit der Geraden 
R zusammenfallen, gleichzeitig habe eine Curve Cn des ersten 
Büschels in O r-\s Puncto mit R gemein, und die ihr entspre- 
chende Curve C H ' des zweiten Büschels und R ebenfalls r 1 -f *' 
mit 0 zusammenfallende Durchschnittspuncte, dann fallen nach 
der in Nr. 24c. und d. t gegebenen Auseinandersetzung r + r y + # 
oder r + r'-f s* Durchschnittspuncte der Transversale R und der 

Curve mit 0 zusammen, je nachdem s^s* ist. 

Aus diesem allgemeinen Satze folgen eine bedeutende Zahl 
weiterer Sätze. Wir beschränken uns darauf, diejenigen hier 
auszusprechen, deren wir später benötigt sein werden. 

a. Folgerung 1. Es sei 0 ein Basispunct des ersten 
Büschels, Cn' die Curve des zweiten Büschels, die durch o seht, 
Cn die entsprechende Curve des ersten Büschels und R die 
Tangente der Curve C n im Puncte o. Dann folgt aus dem OW- 
gen (rsl, r' = 0, #ssl, s' = 1), dasz R auch Tangente von 
Cn+n* in o iat. 

b. Folgerung 2. Die Curven des ersten Büschels gehen 
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durch o und haben daselbst eine gemeinschaftliche Tangente, 
es ist also unter ihnen nach Nr.4V. eine C n , für die 0 ein Doppel- 
punct ist. Geht die entsprechende Curve Cn' des zweiten Bü- 
schels ebenfalls durch o, so schneidet nach dem allgemeinen 
Satze jede beliebige durch o gezogene Gerade (r=I, r'=0, 
# = 1, *' = 1) die Curve C n +n' in zwei mit 0 zusammenfallenden 
Puncten, o ist also für C lt +n' ein Doppelpunct. 

c. Folgerung 3. Hat unter den vorigen Voraussetzungen 
Cn' in o einen vielfachen Punct, so folgt für eine der beiden 
Tangenten in o von Cn aus dem allgemeinen Satze (r = 1, 
r'=0, * = 2, *'>!), dasz dieselbe mit (7»+«« drei Puncte, die 
mit o zusammenfallen, gemein hat. Cn+n' hat also mit C» nicht 
nur den Doppelpunct o gemein, sondern auch die beiden Tan- 
genten des Doppelpunctes. 

d. Folgerung 4. Unter der Voraussetzung in b. sei R 
in 0 eine gemeinschaftliche Tangente der Curven des ersten 
Büschels und auch eine der Tangenten an die beiden Zweige 
von Cn» dann ist sie auch (r = 2, r'=0, 8=1, s' = 1) Tan- 
gente eines der beiden Zweige von C*+ n : 

~e. Folgerung 5. Berührt auszerdem die zweite Tangente 
von Cn in o dort auch die entsprechende Cn' , so folgt, dasz 
diese Gerade (r=l, r' = 0, * = 2, *' = 2) die Tangente des 
zweiten Zweiges der Cn+n' ist. Folglich hat Cn+n', wenn für 
C n beide Tangenten durch o in die Gerade R zusammenfallen, 
die als gemeinschaftliche Tangente aller Curven des ersten 
Büschels vorausgesetzt war, und diese im Puncte o auch &' 
berührt, in 0 eine Spitze, und R ist die Rückkehrtangente. 

f. Folgerung 6. Es gehen die entsprechenden Curven 
C n und Cn' dieselbe Anzahl f-mal durch den Punct 0. Eine 
beliebige Gerade R durch o gezogen hat dann (r = r' = 0, 
s = s' ~i) in o mit Cn+n' i Puncte gemein, folglich ist 0 auch 
ein i-facher Punct von Cn+n: 

g. Folgerung?. Geht C n f-mal, C n > aber f-mal durch 
0, t v >t, so ist der Punct 0 natürlich immer noch ein t-facher 
Punct von Cn+n'» Betrachten wir nun eine der Tangenten von 
C n in o, so ergibt das allgemeine Theorem (r = r'=0, s=i+l, 
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# / >0» dasz diese Tangente i' + l Puncte mit Cu+* in o gemein 
hat, dasz also die Tangenten an die i Zweige von C% auch die 
i Zweige von Cn+w in o berühren. 

Ebenso wurde man auch das in der folgenden Nummer Ge- 
sagte beweisen können. 

52. Einflusz gemeinschaftlicher Basisp unete. Ha- 
ben die Basen der beiden Curvenbuschel einen Punct a ge- 
mein, und ist derselbe für die Curven des ersten Büschels ein 
r-facher, für die des zweiten Büschels ein r'-facher Punct, so 
hat jede Curve des ersten Büschels in a eine Gruppe von r 
Tangenten. Die entsprechenden Gruppen für die einzelnen 
Curven dieses Büschels bilden eine Involution r-ten Grades, 
ebenso bilden natürlich die Tangenten an die Curven des zwei- 
ten Büschels in a eine Involution des rMen Grades. Diese 
beiden Involutionen haben nun nach Nr. 24 b. r-f- r' gemeinschaft- 
liche Straten, deren jeder, da er in a zwei entsprechende Cur- 
ven der beiden Büschel berührt, auch in demselben Puncte die 
Curve C n \n' berührt. Diese Curve hat daher r-f r' Zweige, 
die sämmtlich durch a gehen, und die Tangenten dieser Zw eige 
bilden die gemeinschaftlichen Straten der beiden Involutionen. 

a. Besonderer Fall. Hieraus folgt, dasz, wenn alle 
Curven eines Büschels in a eine gemeinschaftliche Tangente 
haben, diese auch Tangente von &+»' l8 t» Sind nun alle r 
Tangenten in a für die Curven des ersten Büschels gemein- 
schaftlich, also auch Tangenten an die Curve C n -\-n'-> so sind 
offenbar nach Nr. 48. die r* übrigen Tangenten dieser letzteren 
Curve die r' Tangenten der Curve Ch' des zweiten Büschels, 
welche der Curve C n des ersten Büschels entspricht, für welche 
a ein (r -f l)-facher Punct ist. 

53. Aufgabe eine Curve von bestimmter Ordnung 
zu construieren. Das wichtige Theorem in Nr. 50. führt ganz 
natürlich auf die Aufgabe: 

Es sind soviel Puncte gegeben, als notig sind, damit durch 
sie nur eine einzige Curve der (n -f n') - ten Ordnung gelegt 
werden kann; man soll zwei projectivische Curvenbuschel von 
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der n-ten und #i'-ten Ordnung construieren, welche durch die 
Durchschnittspuncte der entsprechenden Curven die gesuchte 
Curve erzeugen. 

Ist diese Aufgabe gelöst, so folgt unmittelbar: 

Lehrsatz V. Jede Curve einer bestimmten Ordnung 
n + ri läsit sich durch die Durchschnittspuncte der ent- 
sprechenden Curven zweier projectivischer Curvenbüschel 
der n-ten und n'-ten Ordnung erzeugen. 

Die Lösung der gestellten Fundamental- Aufgabe hängt 
von einigen Lehrsätzen ab, die Chasles und Jonquieres 
aufgestellt haben, zu deren Darlegung wir jetzt ubergehen. Da 
für die Curven der zweiten Ordnung, wie weiter unten in Nr. 59. 
gezeigt werden soll, der Satz in Nr. 50. zur Lösung hinreicht, 
so brauchen wir die nachfolgenden Sätze nur für Curven, deren 
Ordnungszahl n -f n' gröszer als 2 ist, zu beweisen. Es ist 
also für das Folgende anzunehmen erlaubt, » + »' sei nicht 
kleiner als 3. 

54. Der erste Satz von .Chasles. I. Fall. Auf einer 
Curve der (n+»') ten Ordnung C n \n' nehmen wir n 2 Puncte an 
und betrachten sie als Basis eines Curvenhüschels fl-ter Ord- 
nung. Wir setzen dabei voraus, es sei *i>n'. Sind nun C n und 
C n zwei Curven dieses Büschels, so liegen nach Nr. 44. n.n' der 
Durchschnittspuncte der Curven Cn+n' und C H auf einer Curve 
Cn' der n'-ten Ordnung, da die übrigen ri 2 Durchschnittspuncte 

auf C n liegen. Die Curve Cn' ist nun bestimmt, wenn n^\(n' \-3), 

also w.n'^i«'(»' + 3) ist, n>#t' vorausgesetzt*). Analog gilt 

der Satz: von den «(n-fn') Durhschnittspuncten der Curven 
Cn+n' und C n liegen ri l auf C n \ die andern n.n' liegen also auf 
einer Curve C' n > von der n'-ten Ordnung. 

Die beiden Orte der (n + n')-ten Ordnung, Cn-rCn' und 
Cn+Cn', schneiden sich in (n-f-n') 2 Puncten. Von diesen liegen 

» a +2#i.»' = »(2n' + w) 

•) Für « = 2, »'=1 ist « = 4(n'-f 3), in nllen andern Fällen n>$("'+3)- 
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auf £»+»', da nun 

»(n + 2*0 >K» + n')(n + »' + 3) - 1 *) 

ist, so liegen auch nach Nr. 41. die n* andern Durchschnittspuncte 
der beiden Orte, das heiszt, die n' 2 Durchschnittspuncte von 
Ca' und Cw auf C n +n' und bilden die Basis eines Büschels von 
der n'-ten Ordnung. Wir haben somit auf Cn+n* zwei Systeme 
von Puncten. Das eine von n a Puncten bildet die Basis eines 
Büschels der fi ten Ordnung, das andere von n* 2 Puncten die 
Basis eines zweiten Curvenbüschels der Ordnung n'. Jede 
Curve C» des ersten Büschel schneidet C n +n' in weitern n.n' 
Puncten, welche eine Curve &• des zweiten Büschels bestim- 
men; und umgekehrt, die zweite Curve bestimmt die erste. Die 
beiden so bestimmten Curvenbüschel sind daher projectiviscb. 
und die Durchschnittspuncte der entsprechenden Curven liegen 
somit alle auf der Curve C n +n>. 

a. Der erste Satz von Cbasles. II. Fall. Wir neh- 
men jetzt zweitens an, es sei n~fi\ Jede durch die n 2 Puncte 

von Cn+n' gelegte Curve Cn schneidet dann diese Curve in noch 
weitern n.n' Puncten, die aber in diesem Falle nicht von ein- 
ander unabhängig sind, da nach Nr. 41. und Nr. 42. jede Curve, 
welche durch n.n' — \(n— l)(n — 2) derselben beschrieben ist, 
auch alle andern enthält. Nehmen wir also beliebig andere 

*n'(n' + 3) - (n . n' - |(n - I ) (n - 2) ! = *(n' - n + 1 )(n' - n + 2) , 

Puncto an, so Hegen alle diese 

j{„'(n' + 3) + (n-l)(n-2)| 

Puncte auf einer Curve Cn' der n'-ten Ordnung. Alle diese 
weitern Puncte werden gleichzeitig auch auf der Curve Cm+n' 
liegen. 



*) Für n = 2, »' = 1 ist 

n(n + *»')= 4(- + n')(« + «'+$)- 1 , 
für n ~ 3 ist aber : 
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Dem analog ergibt sich: Eine andere Curve Cn des Bü- 
schels n-ter Ordnung schneidet Ct+n' auszer in den n* Basispun- 
cten in n.n' Puncten, und diese bestimmen zusammen mit den 
weiter hinzugefügten 

Puncten eine Curve Cn' der n'-ten Ordnung. 

Die beiden Orte der (n + *i')-ten Ordnung, Cn + Cn' und 
Cn+Cn', haben nun (w-J-n') 2 Puncte gemein. Von diesen liegen 

n 2 + 2n . »' + i(n' — n + 1 ) (»' - n + 2) 

auf C«+n'. Diese Zahl ist aber gleich 

i(n + »0(ii + »' + 3) - 1 -f (n - !)(»- 2) , 

also 

=i(n-f »')(» + n' + 3) -1, 
und es liegen folglich nach Nr. 41. die noch übrigen 

»' — Kit'— n + n + 2) 

Durchschnittspuncte von Cn' und C'w auch alle auf 

Cn-\-n' und 

bilden daher mit den weiteren gegebenen Puncten die Basis 
eines Curvenbüschels der n'-ten Ordnung. Wir haben also auch 
in diesem Falle auf der Curve Cn+n' zwei System von Puncten, 
welche die Basen von zwei Curvenbüschcln bezüglich der n ten 
und n'-ten Ordnung bilden. Diese beiden Büschel sind pro- 
jectivisch, da jede Curve des einen nur eine Curve des andern 
bestimmt und umgekehrt. Auszerdem schneiden sich die einan- 
der entsprechenden Curven beständig so, dasz die Durchschnitts- 
puncte auf der gegeben Curve Cn+n' liegen*). 

b. Ergebnisz aus dem Vorhergehenden. Dieser 
Satz zeigt, wie man, wenn auf einer gegebenen Curve der Ord- 
nung n-\-n' die Basispuncte eines Büschels der n-ten Ordnung 
bestimmt sind, auch die Basispuncte des ihm projecti vischen 



*) Chasles, Deux thtorbnes g€niraux sur les courbes et les sur/aces 
g^omeHrigves de tous les ordres. (Comptes rendus, 28. ddcembre 1857). 



80 



Erstes Capitel. 



[§• lu- 



Büschels der Ordnung n' festlegen kann, so dasz durch die 
Durcbschnittspuncte der entsprechenden Curven heider Büschel 
die gegebene Curve erzeugt wird. 

Es bleibt uns noch übrig, zu untersuchen, in welcher Weise 
auf einer gegebenen Curve der (n + n')-ten Ordnung die «*' 
Basispuncte des Büschels von der n-ten Ordnung bestimmt 
werden können. 

55. Der zweite Satz von Chasles. Wir bemerken 
zuerst, dasz aus dem Satze von Cayley in Nr. 44. folgt: 

Lehrsatz VI. Enthält eine Curve (» + n')-ter Ordnung 

»*— K»— l)(»-n'— 2) 

Durchschniltspuncte zweier Curven der n-ten Ordnung, 
so enthält sie auch die übrigen, 

oder auch: 

Lehrsatz VII. Liegen von den Basispuncten eines 
Büschels n-ter Ordnung 

n* - i(n -«'— l)(n- n'— 2) 

auf einer Curve der (n + n*)-ten Ordnung, so liegen alte 
diese Puncte auf dieser Curve, 

* 

Dieser Satz setzt offenbar voraus, es sei 

n-n'-2>0, 

«>n' + 2. 

Ks sei daher jetzt n>»' + 2. Sollen wir nun auf einer gege- 
benen Curve der (n + w')-ten Ordnung die n 2 Basispuncte eines 
Büschels der n-ten Ordnung bestimmen, so ist es hinreichend., 
dasz von diesen n a Puncten 

n * _ i(„_ n < - 1)(„ - n ' -2) , 

auf dieser Curve bestimmt werden, damit sie alte auf ihr ge- 
legen sind. Em musz also auch eben so vielen Bedingungen 
genügt werden. 

Abstrahieren wir für den Augenblick von der gegebenen 
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Curve. Die n 2 Basispuncte sind ganz im Aligemeinen durch 
ln(n + 3) — 1 von ihnen bestimmt, und da nun zur Bestimmung 
eines Punctes zwei Bedingungen nutig sind, so brauchen wir 
zur Festlegung aller Puncte der Basis des Büschels n(n+3)— 2 
Bedingungen. Sollen die Basispuncte aber auf der gegebenen 
Curve liegen, so haben sie nur 

» 2 — — n'—\)(n—n — 2) 

Bedingungen zu genügen, wir behalten daher 

n(n + 3) — 2 — n 2 + $(n - n' — 1 ) (» — n' - 2) 

= »9 a + 3(n + »Q — 2 } 

Bedingungen übrig, und soviele Elemente können wir also nach 
Belieben verteilen. Da nun ein Punct, der auf einer Curve lie- 
gen musz, durch nur noch eine weitere Bedingung gegeben ist, so 
können wir auf der gegebenen Curve \\{n— n') 2 + o*(n + »') — 2 
Puncte beliebig annehmen, um die Basis des Büschels w-tcr 
Ordnung zu bestimmen. 

In dem andern Falle, wenn »^7n'-f 2 ist, müszen, damit 

die n 2 Basispuncte auf der Curve liegen, n 2 Bedingungen er- 
füllt sein. Schlieszen wir nun weiter wie Oben, so erhalten wir 

»(» + 3)— 2— n 2 = 3n— 2 

freie Bedingungen, und es gilt also der Satz: 

Lehrsatz VIII . Soll man auf einer Curve der (n + »')- 
ten Ordnung n 2 Puncte so bestimmen, dasz sie die Basis- 
puncte eines Curvenbüschels der n-ten Ordnung sind, so 
kann man von ihnen \\ (n— »') 2 + 3(w+n') — 2), oder 3n— 2 
Puncte beliebig auf derselben verteilen, jenachdem *i>»'-f 2 

oder »^«' + 2 ist*). 

Aus den beiden in Nr. 54. und in dieser Nummer bewiese- 
nen Sätzen folgt nun, dasz jede Curve der w-ten Ordnung auf 
eine unbegrenzte Zahl verschiedener Arten durch zwei projecti* 



*) Chasles, Determination du nombre de points, qu'on peu prendre etc. 
(Comptes rendns, 21. Scptcmbre 1857). 

Cremona, Ebene Curvcn. 6 
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vische Curvenbüschel erzeugt werden kann, deren Ordnungen 
n und n' zur Summe n\ri — m geben. 

56. Der erste Satz von Jonquieres. Wir haben so 
die Zahl der Puncte gefunden, die w ir auf einer gegebenen Curve 
m-ter Ordnung beliebig annehmen können, um auf ihr die Basis 
eines Curvenbüschels der «-ten Ordnung, w<wi, zu construieren, 
und müszen jetzt auch die Zahl der Puncte bestimmen, welche 
nicht willkürlich angenommen, sondern die sammtlich indivi- 
dualisiert sein müszen, um die Basispuncte der beiden erzeu- 
genden Büschel vollständig festzulegen. Nun können, wenn m 
in zwei Teile n und n' zerlegt wird, diese entweder gleich oder 
ungleich sein. Zuerst nehmen wir an, sie seien ungleich, und n 
die gröszere Zahl. 

Ist n>»'+2, so ist die Zahl der willkürlichen Puncte gleich 
i{(n + n0*+3(n + n') — 2}, die Basen der beiden Büschel sind 
aber bezüglich durch \n(n\%)—\ und \n\n\Z) — 1 Puncte 
bestimmt, es ist folglich die Zahl der noch zu bestimmenden 
gleich 

\ \ n(n + 3) + n' (n* -f 3) } - 2 - \ \ (n - w') 2 + 3(n + n') - 2 } 

= n.n' — 1. 

Ist n = n' + 2 oder » = »' + 1, so ist die Anzahl der will- 
kürlichen Puncte gleich 3/i —2, es bleiben also noch zu be- 
stimmen : 

i { n(n + 3) + n'in 1 + 3) | - 2 +(3n - 2) = n . n' - 1 . 

Ist n = so ist die Zahl der willkürlichen Puncte, um 
die Basis des ersten Büschels zu bilden, gleich 3w — 2. Ist 
aber diese bestimmt, so kann man noch einen weitem Punct 
willkürlich annehmen, um die Basis des zweiten Büschels zu 
bestimmen. Denn die in Nr. 54. gefundene Zahl der weitern 
willkürlichen Puncte K» 1 — »+ 1) (»'—»+ 2) wird für n = n' 
genau gleich 1. Die Zahl der noch zu bestimmenden Puncto 
ist daher: 

$ { n(n + 3) + n'in' + 3) } — 2 - 3(w — 2) — 1 = n . n* - 1 . 

Zu demselben Resultate gelangt man auch, wenn man von 
derjenigen der beiden Zahlen n und n' ausgeht, die die kleinere 
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ist. Es sei also jetzt z.B. w<w', so können, um die Basis 
des Büschels der Ordnung n zu bestimmen, 3n — 2 Puncte will- 
kürlich angenommen werden. Ist diese Basis bestimmt, so 
kann man noch n + IXw'*— n + 2) beliebige Puncte für 

die Basis des zweiten Büschels annehmen. Es bleiben also 
im Ganzen für beide Basen noch 

il n{n + 3) + »'(»' + 3) }— 2 — (3»— 2) - \{n' — n f l)(fl'— n + 2) 

= 11. n' — 1 

Puncte zu bestimmen übrig. 

Aus Alle dem folgt der Satz: 

L ehr satz IX. Von den Basispuncten zweier Büschel 
von Curven der n-ten und n'-ten Ordnung, durch welche 
eine Curve der (n | n'yten Ordnung erzeugt werden soll, 
sind immer n.n—\, welche nicht willkürlich gewählt wer- 
den können, sondern durch die Elemente, welche die Curve 
individualisieren, bestimmt werden müszen. 

57. Der zweite Satz von Jonquieres. Es seien 

|(71+W')(» + »' + 3) 

Puncte gegeben, durch die man eine Curve der (n + n')-ten 
Ordnung beschreiben soll. Zu diesem Zweck müszen wir zwei 
projectivische Curvenbüschel von der w-ten und w'-ten Ordnung 
bestimmen, welche in den Durchschnittspuncten der correspon- 
dierenden Curven die gesuchte Curve der (n + «')-ten Ordnung 
erzeugen. 

Von den &[n(n + 3) -f n*(n* -f 3) ) — 2 Puncten, welche die 
Basen der beiden Büschel völlig bestimmen, sind nur n.n' — 1 
Puncte, die nicht beliebig sind. Von den gegebener» Puncten 
können also zu Basispuncten \\n(n± 3) +»'(»'-1-3)1 — 2 — {n.n' — 1) 
genommen werden, und 2n.n'-\-l dieser Puncte fallen dann 
nicht mit den Basispuncten zusammen. Damit die gesuchte 
Curve auch durch sie hindurchgeht, müszen die Curven des 
ersten Büschels, welche durch diese 2».»'-f 1 Puncte gelegt 
werden können, den Curven des zweiten Büschels, welche durch 
dieselben Puncte gelegt werden können, projectivisch ent- 
sprechen. Da nun, um die Projectivität zweier Gebilde herzu- 

6* 
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stellen, nach Belieben drei Elementepaare als entsprechende 
angenommen werden dürfen, die dann für jedes beliebige vierte 
Element des einen Gebildes mittelst der Gleichheit der Doppel- 
verhältnisze nach Nr. 8. das entsprechende Element des zweiten 
Gebildes bestimmen, so ergeben sich aus der Projectivität dieser 
2n.n' — 1 sich entsprechender Curvenpaare (2n.n' + 1) — 3 
= 2(n.n — 1) Bedingungen, das heiszt die Zahl, welche genau 
hinreicht, um die n.n'— 1 unbekannten Puncte zu bestimmen*). 

58. Verschiedene Lösung der Aufgabe. Das in 
Nr. 53. aufgestellte Problem läszt verschiedene Lösungen zu, 
nicht allein in Bezug auf die mehrfache Teilung der Ordnungs- 
zahl der Curve in zwei andere Zahlen n und n', sondern auch 
In Bezug auf die verschiedenen Arten, auf welche man die will- 
kürlichen Puncte auf den Basen der erzeugenden Curvenbuschel 
verteilt, und damit natürlich auch die nicht willkürlichen Puncte. 

Aus dem in Nr. 56. Ausgesprochenen folgt nun noch : 

Lehrsatz X. Von den Basispuncten zweier Curven- 
büschel der n-ten und n'-ten Ordnung, welche eine Curve 

der (n + n')-ten Ordnung erzeugen sollen, n ^ können 

alle willkürlichen Puncte der Basis des Curvenbüschels 
von höherer Ordnung zugeteilt werden, ist aber n — n', 
so können alle willkürlichen Puncte weniger einem als 
einer der beiden Basen angehörig betrachtet werden**). 

§. 11. 

Construction der Curven zweiter Ordnung. 

59. Construction mittelst zweier pro j ectivischer 
Stralenbüschel. Setzt man in dem Satze der Nr. 50. n=n 4 
= 1, so entsteht: 

Lehrsatz I. Der Ort der Durchschnittspuncte zweier 
entsprechender Straten zweier projeclivischer Stralenbü- 



*) Jonquieres y Essai sur la gtn€ration des courbes etc. p. 13—14. 
**) Chasles, Determination du nombre de points etc. w. O. 
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schel mit den Centren o und o', ist eine Curve der zwei- 
ten Ordnung, die durch o und o' geht. 

Umgekehrj entsteht: 

Lehrsatz II. Sind o und o' zwei beliebige feste Puncte 
einer Curve zweiter Ordnung, m ein beweglicher Punct 
derselben Curve, so erzeugen bei der Bewegung desselben 
die Straten om und om zwei projeclivische Stralenbüschel. 

Liegt m unendlich nahe bei o, so wird der Stral om zur 
Tangente der Curve in o, es ist also die Tangente in o der 
Stral des ersten Stralenbüschels, der dein Strale 00' des zwei- 
ten Stralenbüschels entspricht. 

Aus dem Vorhergehenden folgt unmittelbar die Constrnction 
der Curve zweiter Ordnung, von der fünf Puncte a, b, c, o, 0* 
gegeben sind. Wir nehmen o und o' als Mittelpuncte zweier 
projectivischer Stralenbüschel und die Stralenpaare [oa, 0'a], 
[ob, o'b] , [oc, o'c] als einander entsprechende an. Jeder andere 
Punct der Curve ist nach Nr. 3. der Durchschnittspunct zweier 
entsprechender Stralen der beiden Stralenbüschel. Diese Con- 
struction fällt mit derjenigen zusammen, welche aus dem Satze 
von Pascal (Nr. 45 c.) flieszt. Sie bleibt auch in dem Falle 
dieselbe, dasz zwei Puncte von den gegebenen einander auf 
einer gegebenen Geraden unendlich nahe liegen, das heiszt, in 
dem Talle, wo die gesuchte Curve durch vier Puncte gehen soll 
und in einem derselben eine gegebene Gerade berühren, u. s. w. 

Entspricht in den beiden projectivischen Stralenbüscheln, 
deren Centren o und o' sind, der Stral 00' sich selbst, so ist 
jeder Punct desselben zwei entsprechenden aufeinanderfallen- 
den Stralen gemein, er bildet also selbst einen Teil des Ortes 
zweiter Ordnung, der durch die beiden Stralenbüschel erzeugt 
wird. Dieser Ort besteht also nach Nr. 50 b. aus dem Stral 00' 
und einer anderen Geraden, welche alle andern Durchschnitts- 
punete der entsprechenden Stralen enthalten wird. 

60. Construction mittelst zweier projectivischer 
Pu netreihen. Eine weitere Aufgabe ist die folgende: Es 
sind zwei projectivische Punctreihen A und A' gegeben; von 
welcher Classe ist die Einhüllende der Geraden, welche zwei 
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entsprechende Puncte derselben verbindet? Wir betrachten 
die beiden Stralenbiischel, welche entstehen, wenn wir einen 
beliebigen Punct o mit allen entsprechenden Puncten von A und 
A' verbinden. Die beiden Stralenbiischel sind den Punctreihen 
projectivisch, also auch unter sich selbst projectivisch. Jede 
Gerade nun, welche zwei entsprechende Pundte der Punctreihen 
A und A' verbindet und durch o geht, ist ein beiden Straten- 
büschein gemeinschaftlicher Stral, das heiszt ein Stral, der 
mit seinem entsprechenden zusammenfallt. Nun haben aber 
nach Nr. 10. zwei concentrische projectivische Stralenbiischel 
zwei gemeinschaftliche Stralen, es gehen daher durch o zwei 
Gerade, deren jede Tangente der Einhüllenden ist, deren Classe 
wir bestimmen sollen. Folglich ist diese Einhüllende von der 
zweiten Classe. Den gemeinschaftlichen Punct der Geraden 
A und A* nennen wir p oder q\ jenachdem er als der ersten oder 
zweiten Punctreihe angehörig betrachtet wird; p' und q seien 
die beiden den Puncten p und q' entsprechenden Puncte. Die 
Geraden pp', das heiszt A, und qq', das heiszt Ä, werden Tan- 
genten der Curve zweiter Classe sein, folglich berührt diese 
die gegebenen Geraden. 

Umgekehrt werden zwei feste Tangenten A und A' einer 
Curve zweiter Classe von einer beweglichen Tangente M dieser 
Curve in zwei projectivischen Punctreihen geschnitten. Ein 
beliebiges Punctpaar derselben sei bezüglich durch a und a' 
bezeichnet. Will M eben mit A zusammenfallen, so ist a der 
Punct, in welchem A die Curve berührt; A berührt also die Curve 
in dem Puncte q, welcher dem Puncte q* von A! entspricht, in 
dem sich die beiden Geraden A und A' schneiden. 

Aus dem Vorhergehenden ist die Construction der Curven 
zweiter Classe, die fünf gegebene Gerade berühren soll, mit- 
telst ihrer Tangenten augenblicklich klar. Zwei dieser Geraden 
werden von den drei andern in je drei Punctpaaren geschnit- 
ten, die als einander entsprechende betrachtet, zwei projecti- 
vische Punctreihen erzeugen. Jede andere Tangente der ge- 
suchten Curve ist durch zwei entsprechende Puncte dieser 
Punctreihen bestimmt. 

Entspricht in den beiden geraden projectivischen Punct- 
reihen A und A' der Durchschnittspunct der beiden Geraden 
sich selbst, so verbindet jede durch ihn gezogene Gerade zwei 
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entsprechende, und zwar zusammenfallende Puncte. Dieser 
Punct ist daher selbst ein Teil der Einhüllenden zweiter Classe, 
die durch beide Punctreihen erzeugt wird. Diese selbst wird 
daher aus dem gegebenen Durchschnittspunct und einem zwei 
ten Puncte zusammengesetzt, in welchem sich dann nach Nr. 3. 
alle Geraden, welche zwei entsprechende Puncte der Punct- 
reihe verbinden, schneiden mü'szen. 

61. Curven zweiter Ordnung und zweiter Classe 
sind identisch. Durch einen Punct einer Curve zweiter Classe 
kann nach Nr. 30. keine Gerade gelegt werden, welche die 
Curve noch in einem andern Puncte berührt. Eine Gerade, 
welche also eine Curve zweiter Classe berührt, kann sie in 
keinem weiteren Puncte treffen, folglich ist eine Curve zweiter 
Classe auch eine Curve zweiter Ordnung. 

Ebenso beweist man, dasz eine Curve der zweiten Ordnung 
auch von der zweiten Classe ist. Curven zweiter Ordnung und 
zweiter Classe sind also identisch, aber nur so lange wir ein- 
fache Curven betrachten. Denn ein System von zwei Geraden 
ist wol eine Curve der zweiten Ordnung, aber nicht der zwei- 
ten Classe, und ebenso ist das System zweier Puncte wol eine 
Einhüllende zweiter Classe, aber keine Curve zweiter Ordnung. 

Die Curven zweiter Ordnung und zweiter Classe bezeichnet 
man gewöhnlich mit dem Namen der Kegelschnitte. 

02. Aufgaben. Aus dem Satze in Nr. 59. folgt noch, 
dasz, wenn a, b, c, d vier gegebeno Puncte eines Kegelschnit- 
tes sind, und m ein veränderlicher Punct derselben Curve, das 
Doppelverhältnisz der vier Stralen m{a, b, c, d) constant ist, 
das heiszt gleich dem der vier Geraden a(a f b, c, d), worin aa 
die Gerade bezeichnet, welche den Kegelschnitt in a berührt. 

Umgekehrt ist der Ort eines Punctes m, für welchen das 
Doppelverhältnisz der Geraden m{a, b, c, d) constant =A ist, 
unter a, b, c, d gegebene Punete verstanden, ein Kegelschnitt 
der durch a, b, c> d geht. Die Construction desselben ist sehr 
einfach. Ist aa eine Gerade die durch a geht, und das Dop- 
pelverhältnisz der Straten a(a, b, c, d) dem gegebenen Werte k 
gleich gemacht, so ist der Kegelschnitt dadurch gegeben, dasz 
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er durch a» b, c y d gehen musz und in a die Gerade aa be- 
rühren. 

Der geometrische Ort, den wir eben betrachteten, führt auf 
die Lösung des folgenden Problems: 

Es sind fünf Gerade o'(a', b\ c', d' e') gegeben, die sich in 
einem Puncto O' schneiden und auszerdem fünf andere Puncte 
a, b, c y d, e; man soll einen Punct 0 bestimmen, dasz das Stra- 
lenbüschel o(a, b, c t d, e) dem Stralenbüschel o'(a\ b', c\ d\ e') 
projectivisch sei. 

Wir denken uns den Kegelschnitt beschrieben, der der 
Ort eines Punctes m ist, für welchen die Doppelverhältnisze 
der beiden Stralenbüschel m(a, b, c, d) und o 4 (af t b', c\ d*) ein- 
ander gleich werden. Ebenso beschreiben wir den Kegelschnitt, 
welcher der Ort eines Punctes n ist, für welchen die Doppelver- 
hältnisze der beiden Stralenbüschel n(a, b> c, e) und o'(a', b\ c' t e') 
einander gleich werden. Der erste Kegelschnitt geht durch die 
Puncte «, b, c, d, der zweite ebenso durch die Puncte a, b, 
c, e, beide sind also vollständig bestimmt. 

Da nun der gesuchte Punct sowol die Eigenschaft des Punc- 
tes ?n, als die des Punctes n haben soll, so musz er offenbar 
auf beiden Kegelschnitten liegen. Diese haben aber drei ge- 
meinschaftliche Puncte a, b, c, folglich ist ihr vierter Durch - 
schnittspunet der gesuchte. Derselbe läszt sich, wie wir nach- 
her zeigen werden, ohne die beiden Kegelschnitte wirklich zu 
verzeichnen, construieren. 

63. Curvenbüschel ziveiter Ordnung. Die Kegelschnitte, 
welche durch dieselben vier Puncte gehen, bilden ein Curven- 
b ü'sch el zweiter Ordnung. Die vier Puncte seien a, b, c, o. 
Unter den Kegelschnitten des Büschels sind immer drei, welche 
aus dem System zweier Geraden bestehen. Es sind dies die 
drei Paare Gegenseiten [bc, aö], [ca, bo], [ab, co] des vollstän- 
digen Vierecks, dem die Kegelschnitte sämmtlich umgeschrie- 
ben sind. 

Lest man durch einen der Scheitel des Vierecks, z. B. a, 
eine beliebige Transversale A, so schneidet diese jeden Kegel- 
schnitt des Büschels in einem zweiten Puncte und umgekehrt, 
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jeder Punct der Transversale bestimmt einen Kegelschnitt des 
Büschels, der eben durch diesen Punct und die vier gegebenen 
a, b, c, o gehen musz. Das Curvenbüschel und die Punct- 
reihe in der dasselbe von der Transversale A geschnitten wird, 
sind demnach zwei projectivische geometrische Gebilde. Mit 
andern Worten, das Doppelverhältnisz von vier Puncten, in 
denen vier gegebene Kegelschnitte des Büschels eine beliebige 
durch einen Basispunct gelegte Transversale schneiden, ist 
constant für jede Richtung der Trunsversale und für jeden Ba- 
sispunct. Nach Nr. 46. haben wir wirklich die Relation, dasz 
dies Doppelverhältnisz gleich dem von vier Kegelschnitten des 
Büschels ist. 

Es folgt weiter, dasz zwei Transversalen A und B, die 
durch zwei beliebige Basispuncte a und b gehen, die Kegel- 
schnitte des Büschels in zwei projectivischen Punctreihen schnei- 
den, wenn man nur diejenigen Puncto m und m' als entspre- 
chende annimmt, in denen ein und derselbe Kegelschnitt von den 
beiden Transversalen geschnitten wird. Nun ist augenblicklich 
klar, dasz der Durchschnittspunct der beiden Transversalen 
sich selbst zugeordnet ist, da der durch ihn gelegte Kegelschnitt 
des Büschels in ihm beide Transversalen schneidet. Folglich 
geht nach Nr. 3. und Nr. 60. jede Gerade mm', welche zwei 
entsprechende Puncte der beiden Punctreihen verbindet, durch 
einen festen Punct j. Jede Gerade, die durch j geht, schneidet 
die Transversalen A und B in zwei Puncten, die auf demselben 
Kegelschnitt des Büschels liegen, folglich geht die Gerade 
CO, die zusammen mit ab einen Kegelschnitt des Büschels aus- 
macht, durch j; die Puncte, in denen A und bc, so wie B und 
ao sich schneiden, liegen mit j in gerader Linie, und ebenso 
sind die Puncte, in denen A und bo, sowie B und ac sich 
schneiden, mit j in gerader Linie. 

64. Aufgaben. Angenommen, es seien fünf Puncte a, b, 
c, d, e auf einem Kegelschnite gegeben und die Puncte a, b, 
c, e', f sollen auf einem zweiten Kegelschnitte liegen, so haben 
diese beiden Kegelschnitte offenbar drei Puncte a, b, c ge- 
meinschaftlich, die von vorn herein gegeben sind. Man soll 
den vierten Durchschnittspunct construieren , ohne die Kegel- 
schnitte selbst zu beschreiben. 
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Man siehe die Geraden ad und be'. Sic mögen bezüglich 
A und B heiszen. Die Geratie A trifft den zweiten Kegelschnitt 
in einem Puncte e, der mittelst des Satzes von Pascal sich 
ohne Construction dieser Curve bestimmen läszt. Ebenso trifft 
B den ersten Kegelschnitt in einem Puncte d\ der sich auf die- 
selbe Weise construieren läszt. Die Geraden dd' und ee' schnei 
den sich in / Ist m der gemeinschaftliche Punct von A und 
bc, m' der gemeinschaftliche Punct von B und jm, so ist der 
Durchschnittspunct o von am' und je der gesuchte. Mit Be- 
zugnahme auf das, was in der vorigen Nummer auseinander 
gesetzt ist, wird man augenblicklich die Richtigkeit der Con 
slruction einsehen *). 



§ 12. 

Construction der Curven dritter Ordnung durch neun 

gegebene Puncte. 

65. Construction mittelst eines Straten- und ei- 
nes Kegelschnittbüsehcls. Der allgemeine Satz in Nr. 50. 
heiszt für /t = 2 und n' = ls 

Lehrsatz I. Der Ort der Durchs chnitlspuncte der Stra- 
ten eines Stralenbüschels mit den entsprechenden Kegel- 
schnitten eines ihm projectivischen Curvenbüschels zweiler 
Ordnung, ist eine Curve der dritten Ordnung, tc eiche 
durch die vier gemeinschaftlichen Puncte der Kegelschnitte 
und durch den Mittelpunct des Stralenbüschels gehl. 

Ist O das Centrum des Stralenbüschels, so ist die Tangente 
der Curve dritter Ordnung im Puncte O der entsprechende Stral 
für den Kegelschnitt des Büschels, der durch o geht. 

Ist a einer der ßasispunete des Kegclschnittbüschels, so 
ist die Tangente der Curve dritter Ordnung in a die Gerade, 
welche in diesem Puncte nach Nr. 51 a. denjenigen Kegelschnitt 
berührt, welcher dem Stral oa entspricht. 



- 



f ) Man sehe Schröter, Problematik ijeumitrici ad superjicietn sccmidi 
ordinis per data punrta coiistruendeiii) *pfclanti* sedulin nova . Vrati^laviai 
1862. p. 13. 
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Die inversen Sätze des vorhergehenden folgern sich aus 
Nr. 54: 

Lehrsatz II. Legt man durch vier feste Puncte einer 
Curve dritter Ordnung einen Kegelschnitt, so schneidet 
dieser die gegebene Curve in zwei Puncten rn und m'. 
Die Gerade mm' geht durch einen fünften festen Punct o 
des Kegelschnittes. Das Kegelschnittbüschel durch die 
vier Puncte a, b, c, d und das Stralenbüschel durch o 
sind projectivisch. Der Punct o heiszl der Gegenpunct 
(punto opposto) der Puncte a, b, c, d. 

Lehrsatz III. Sind in einer Curve dritter Ordnung 
drei Puncte a, b, c gegeben und legt man durch einen 
vierten festen Punct in derselben Curve eine Gerade, die 
die gegebene Curve in den Puncten m und m! schneidet, 
so geht der Kegelschnitt, den man durch a, b, c, m, m' 
beschreiben kann, durch einen fünften festen Punct d der 
gegebenen Curve. Die Kegelschnitte durch a, b, c, d und 
die Geraden durch o entsprechen sich projectivisch. 

66. Die Methode von Chasles zur Construction 
derselben. Wir stellen jetzt die Aufgabe, durch neun gege- 
bene Puncte a, b, c, d, e, f, g, h, j eine Curve der dritten 
Ordnung zu beschreiben, und zwar mittelst zweier projectivi- 
scher Büschel, das eine von Kegelschnitten, das andere ein 
Stralenbüschel. Um die Basen der beiden Büschel festzulegen, 
sind fünf Puncte nötig, aber einer derselben ist nach Nr. 57. 
nicht willkürlich. Die vier übrigen Puncte kann man beliebig 
unter den gegebenen neun Puncten auswählen. 

Jenachdem der nicht willkürliche Punct dem Stralenbüschel 
oder dem Kegclschnittbüschel zugeteilt wird, ergeben sich zwei 
verschiedene Arten der Construction der Curven dritter Ord- 
nung, entsprechend den beiden obigen Sätzen II. und III. in 
Nr. 65. Wir geben hier nur die erste Art der Construction, wie 
sie Chasles gezeigt hat*). 



*) Construction de la courbe du Sme ordre d€lermin€e. par neu/ points 
(Comptes rendus, 30. Mai 1853). 

In Betreff der zweiten Art der Construction der Curven dritter und 
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Wir construieren die fünf Kegelschnitte, die durch a, b t c, 
d und bezüglich durch e, f, ff, h, j gehen. Das System dieser 
fünf Kegelschnitte möge durch das Symbol 

(abcd)(e f f, ff, h, j) 

dargestellt werden. Es handelt sich jetzt nur darum, einen 
Punct 0 zu bestimmen, so dasz das System von fünf Geraden 

o(e,r,ff,A,J) 

dem System der fünf Kegelschnitte projectivisch sei. Da nun 
dieses System nach Nr. 46. dem System der Tangenten der 
Kegelschnitte im Puncte a projectivisch ist, so fallt diese Auf- 
gabe mit der in Nr. 62. und Nr. 64. gelösten zusammen. Be- 
stimmt man den Gegenpunct o von a, b, c, d, so sind die er- 
zeugenden Büschel bestimmt, und damit die Aufgabe gelöst. 

67. Verschiedene Sätze überCurven dritter Ord- 
nung. Betrachten wir jetzt zwei Curven dritter Ordnung, die 
durch je neun Puncte gehen, von denen aber vier a, b, c, d 
dieselben sind. Die beiden gegebenen Curven schneiden sich 
in weitern fünf Puncten, durch die ein Kegelschnitt bestimmt 
wird. Dieser läszt sich construieren, ohne die fünf Puncte zu 
kennen, das heiszt, ohne die Curven dritter Ordnung wirklich 
zu verzeichnen. 

Jeder dem Viereck abcd umgeschriebene Kegelschnitt 
schneidet nämlich die erste Curve dritter Ordnung in zwei 
Puncten m und n und die andere Curve dritter Ordnung in 
zwei andern Puncten m' und ri. Die Geraden mn und m'n' 
schneiden die beiden Curven dritter Ordnung in zwei neuen 
festen Puncten o und 0', den Gcgenpuncten von a, b, c, d in 
Bezug auf jede der beiden Curven. Nimmt man immer andere 
Kegelschnitte, so erzeugen die Geraden omn und o'm'ri zwei 
zu dem Büschel Kegelschnitte projectivische Stralenbüschel, die 
s, 

überhaupt einer höheren Ordnung, sehe man die ausgezeichneten Abhand- 
lungen : 

Jonquieres, Essai sur la gin€ration des courbes ge~om(triques etc. und 
Härtenberger, Ueber die Erzeugung geometrischer Curven (Cr eile - B o r - 
chardt's Journal. T. 58. Berlin, Reimer. 1860. S. 54.) 
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folglich auch unter sich projectivisch sind. Die entsprechenden 
Stralen derselben erzeugen nun als Ort einen Kegelschnitt, der 
durch o und o\ so wie durch die fünf unbekannten Durchschnitts- 
puncte der beiden Curven dritter Ordnung geht. Er ist also 
der gesuchte. 

a. Satz von P lücker. Von diesem Kegelschnitte ken- 
ueit wir schon zwei Puncte 0 und ©'; drei andere Puncte kann 
man aus den drei Paaren Gegenseiten des Vierecks abcd, als 
specielle Kegelschnitte des Büschels aufgefaszt, herleiten. Sind 
nämlich m und n die Puncte, in denen die erste der Curven 
der dritten Ordnung durch die Geraden bc und ad getroffen 
wird; m' und n' dieselben Puncte für die zweite Curie dritter 
Ordnung, so sind die Geraden mn und m'n' zwei entsprechende 
Stralen der beiden projectivischen Stralenbuschel mit den Mit- 
telpuncten o und o'\ folglich liegt ihr Durchschnittspunct auf 
dem gesuchten Kegelschnitte. Dasselbe läszt sich von den 
andern Paaren Gegenseiten \ca, bd\ und [ab, cd] zeigen. 

Hieraus folgt: 

Lehrsatz IV. Von neun gemeinschaftlichen Puncten 
zweier Curven dritter Ordnung bestimmen fünf beliebige 
einen Kegelschnitt, der durch den Gegenpunct der andern 
vier in Bezug auf jede der gegebenen Curven geht*). 

b. Satz von Hart. Es seien a, b, c, d; a', b', c\ d> 
acht gemeinschaftliche Puncte zweier Curven dritter Ordnung 
und o und o' die Gegenpuncte der beiden Systeme a, b, c, d 
und a\ b', c\ d' in Bezug auf die erste der gegebenen Curven. 
Die Gerade oo' schneidet diese Curve in einem dritten Puncte x. 
Aus der Definition des Gegenpunctes folgt, dasz die durch die 
Puncte a, b, c, d, o' und af y b' t c\ d', o gelegten Kegelschnitte 
beide durch x gehen mü'szen, und es ist daher x der neunte 
gemeinschaftliche Punct der beiden Curven dritter Ordnung**). 



*) Plücker, Theorie der algebraischen Curven, S. 56. 
**) Hart, Conslruction by the ruler alone to determine the ninth point of 
intersection of two curves of the third degree. (Cambridge and Dublin Ma- 
thematicnl Journal, vol. 6, Cambridge 1851, p. 181.) 
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c. Satz von Poncelet. Sind a, b, c, d vier Puncte 
einer Curve dritter Ordnung, so ist ihr Oegenpunct o folgender- 
raaszen construierbar. Es seien m und n die Puncte, in denen 
die Curve von den Geraden ab und cd geschnitten wird, so 
schneidet mn die Curve in 0. Fallen nun die Puncte a, b, c, d 
in einen a zusammen, so fallen auch m und n in den Punct 
m zusammen, in welchem die Berührende in a die Curve schnei- 
det; o wird also der Durchschnittspunct der Curve mit der 
Tangente in m. Nennen wir nach Nr. 39ö. m den Tangenlial- 
punct von a, so ist O der Tangentialpunct von m, also der 
zweite Tangentialpunct von a, und wir haben den Satz: 

Lehrsatz V. Hat eine Curve dritter Ordnung mit ei- 
nem Kegelschnitt eine vierpunclige Berührung, so geht 
die Gerade, welche die beiden übrigen Durchschniltspuncle 
beider Curven verbindet, durch den zweiten Tangential- 
punct des Berührungspunctes. 

Hieraus folgt unmittelbar: 

Lehrsatz VI. Hat ein Kegelschnitt eine fünfpunctige 
Berührung mit einer Curve der dtitten Ordnung, so schnei- 
det er dieselbe auf der Verbindungsgeraden des Berüh- 
rungspunctes mit dessen zweitem Tangentialpuncte *). 

d. Satz von Salm 011. Aus den Sätzen in b. und c. folgt, 
dasz, wenn zwei Curven dritter Ordnung zwei vierpunctige 
Berührungen in a und a' eingehen, der neunte Durchschnitts- 
punct x mit den zweiten Tangentialpuncten 0 und 0' der Be- 
rü"hrung8puncte a und a' in gerader Linie liegt. Fallen a und 
a' zusammen, so fällt auch 0 und o' zusammen und x ist sein 
Tangentialpunct, das heiszt der dritte Tangentialpunct von a. 
Das gibt: 

Lehrsatz VII. Alle Curven dritter Ordnung, die in dem- 
selben Puncte eine achtpunclige Berührung mit einer ge- 
gebenen Curve dritter Ordnung eingehen, gehen durch 
den dritten Tangentialpunct des Berührungspunctes**). 



*) Puncclet, Analyse des transversales, p. 135. 

**) Salmon, On curven «f the third order. (Philosophical Transactions 
uf the Royal Society, vol. 148, pnrt. 2. London 1859. p. 535). 
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e. Einige weitere Sätze. Wendet man den Satz in 
Nr. 456. auf eine Cnrve dritter Ordnung an, so entsteht: 

Lehrsatz VIII. Wird eine Curve dritter Ordnung von 
einer Curve n-ter Ordnung in 3« Puncten geschnitten, 
so liegen die Tangentialpuncte dieser Puncte alle in einer 
andern Curve der dritten Ordnung. 

Hieraus folgt unmittelbar nach Nr. 44. : 

Lehrsatz IX. Die Kegelschnitte, welche in den Durch- 
schnittspuneten einer Curve n-ter Ordnung mit einer sol- 
chen dritter Ordnung, mit letzterer eine fünfpunetige Be- 
rührung eingehen, schneiden dieselbe in 3n Puncten, die 
in einer zweiten Curve n-ter Ordnung liegen. 

Oder auch: 

Lehrsatz X. Hat ein Kegelschnitt mit einer Curve 
dritter Ordnung eine fünfpunetige Berührung in a und 
schneidet sie in b, so hat, wenn a* und b' die Tangential- 
puncte von a und b sind, ein zweiter Kegelschnitt in a' 
eine fünfpunetige Berührung mit der gegebenen Curve der 
dritten Ordnung und schneidet dieselbe in b\ 
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Erklärung and Ctrnndefgenschaften der Polaren. 

68. Erklärung der Polaren; Anzahl derselben. Es 
seien eine ebene Curve C» von der n-ten Ordnung und ein 
beliebiger Punct o in ihrer Ebene gegeben. Um o lasze man 
sich eine Transversale drehen, die in einer ihrer Lagen die 
Curve Cn in n Puncten 

schneidet; dann ist der Ort der harmonischen Mittelpuncte des 
r-ten Grades für das System a lt a*, ö 3 , an in Bezug auf 
o als Pol eine Curve der r-ten Ordnung, da nach Nr. 11. auf 
jeder durch o gezogenen Geraden r Puncte des Ortes liegen. 
Eine solche Curve heiszt die (n — r)-te Polare des Punctes o 
in Bezug auf die gegebene Curve. Diese selbst heiszt die 
Fundamental' oder Grundcurve*). 

Der Punct o erzeugt auf diese Weise n — J Polaren der 
gegebenen Curve. Die erste Polare ist eine Curve der (»— J)-ten 
Ordnung; die weite Polare eine solche der (n — 2)-ten Ord- 
nung; u. s. w.; die let%te oder (« — \)-te Polare, das heiszt 
der Ort der harmonischen Mittelpuncte des ersten Grades, ist 
eine Gerade**). 



*) Grassmann, Theorie der Centralen. (Cr eil es Journal. T. 24. 
Berlin, Reimer. 1842. S. 262). 

**) Der Satz ist für die harmonischen Mittelpuncte ersten Gradee von 
Cotcs gegeben. M. s. Maclaurin, a. a. 0., p. 205. 

7» 
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69. Uebertragung der Sätze für harmonische Mit- 
telpuncte auf Polaren. Die in §.3. bewiesenen Sätze für 
die harmonischen Mittelpuncte eines Systems von n Puncten 
auf einer Geraden laszen sich in ebenso viele Eigenschaften 
der Polaren einer gegebenen Curve übertragen. 

a. Der Satz in Nr. 12. Der Lehrsatz in Nr. 12. läszt 
sich folgendermaszen faszen: 

Lehrsatz I. Ist m ein Punct der (n — r)-len Polare 
von o, so ist o umgekehrt ein Punct der r-ten Polare 
von m*); 

oder auch: 

Lehrsatz II. Der Ort der Puncte, deren r-te Polare 
durch einen festen Punct o geht, ist die (n-r)-te Polare 
des Punctes o. 

So ist z. B. die erste Polare von o der Ort der Pole, 
deren gerade Polaren durch o gehen; die zweite Polare der 
Ort der Pole, deren conische Polaren durch diesen Punct ge- 
hen; u. 8. w. 

b. Der Satz in Nr. 13. Aus dem Satze in Nr. 13. folgt 
augenblicklich : 

Lehrsatz III. Ein beliebiger Punct o hat dieselbe s-te 
Polare, sowol in Bezug auf die gegebene Curve C n , als 
in Bezug auf jede als Fundamentalcurve betrachtete Po- 
lare einer höheren Ordnung desselben Punctes o. 

So ist z. B. die zweite Polare von o in Bezug auf Cn die 

erste Polare der ersten Polare desselben Punctes in Bezug auf 

Cn', die dritte Polare ist die erste Polare in Bezug auf die 

zweite Polare und gleichzeitig die zweite Polare in Bezug auf 
die erste Polare ; u. s. w. 

c. Der Satz in Nr. 14. Das Theorem in Nr. 14. gibt 
ebenso : 



*) Bobillier, Th€orbnes sur les polaires swxessives. (Annales de 
Gergonne, t 19. Nismes 1828—29, p. 305). 
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Lehrsatz IV. Die r'-te Polare eines Punctes & in Be- 
zug auf die r-te Polare eines andern Punctes o in Bezug 
auf C H fällt mit der r-ten Polare von o zusammen in Be- 
zug auf die r'-te Polare von o' nach C n *). 

Dieser Satz ist, wie sich später zeigen wird, durch seine 
vielen Folgerungen äuszerst fruchtbar. So ergibt sich z. B. die 
im Folgenden auseinandergesetze Eigenschaft durch Verglei- 
chung mit dem Satz in Nr. 69a. fast von selbst. 

d. Folgerung aus dem Vorhergehenden. Die r'-te 
Polare von o' in Bezug auf die r-te Polare von 0 gehe durch 
einen Punct m, und es gehe die r-te Polare von o in Bezug auf 
die r'-te Polare von o' gleichzeitig durch denselben Punct; dann 
folgt aus Nr. 69a., dasz die [(w — r') — r]-te Polare von m 
nach der r'-ten Polare von o' genommen durch o geht, und 
dasz gleichzeitig o auch ein Punct der r'-ten Polare von 0' ist, 
wenn diese nach der [(n — r')— r]-ten Polare von m genommen 
wird. Daher der Satz: 

Lehrsatz V. Geht die r'-te Polare von o' in Bezug auf 
die r-te Polare von o durch den Punct tn, so geht die r'-te 
Polare von o' in Bezug auf die (n — r — r')-te Polare von 
m durch o. 

70. Tangenten vom Pol an die Grundcurve. Wir 
kehren zur Definition in Nr. 68. zurück. Nehmen wir den Pol 
o auf der Grundcurve selbst, so dasz dieser also die Stelle ei- 
nes der n Puncte a x , o^, a 3 , ....,a« vertritt, so ist der Punct 
0 der harmonische Mittelpunct des ersten Grades für jede be- 
liebige Transversale. Fällt nun die Transversale mit der Tan- 
gente in o zusammen, so gilt o für zwei der Puncte a,, a 2 , 
a 8 , . . . . , Oh. In diesem Falle wird aber nach Nr. 17. der har- 
monische Mittelpunct ersten Grades unbestimmt, und es ist 
erlaubt, jeden beliebigen Punct der Transversale dafür zu neh- 
men; diese ist daher in uuserm Falle selbst der Ort der harmo- 
nischen Mittelpuncte ersten Grades, und darin liegt der Satz: 

Lehrsatz VI. Die gerade Polare (d. *. die letzte) eines 



*) Plücker, Ueber ein neues Coordinatensystem. (Cr eil es Journal. 
T. 5. Berlin. Reimer. 1830. S. 34). 
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Punctes der Grundcurve selbst ist die Tangente dieses 
Punctes. 

Liegt der Pol nicht in der Grundcurve, aber die Transver- 
sale ist eine Tangente, so fallen zwei der Puncte a lt o*, a^, 
....,«» mit dem Berübruogspuncte zusammen. Dieser ist also 
nach Nr. 16. ein harmonischer Mittelpunct des (*i~l)-ten Gra- 
des, also ein Punct der ersten Polare. Das gibt: 

Lehrsatz VII. Die erste Polare eines beliebigen Pun- 
ctes schneidet die Grundcurve in den Berührung spunden 
der Tangenten, welche sich von diesem Puncte aus an die 
Curve legen lasten. 

Die erste Polare ist von der (n— l)-ten Ordnung, sie schnei- 
det daher Cn in n(n—l) Puncten. Es laszen sich also durch 
einen beliebigen Punct n(n — 1) Tangenten an die Grundcurve 
legen*). Das liefert den Satz: 

Lehrsatz VIII. Eine Curve der n-len Ordnung ist im 
Allgemeinen von der n(n — \)-ten Classe. 

71. Polaren eines Punctes der Grundcurve. Wird 
der Pol 0 auf der Fundamentalcurve selbst angenommen, so 
fallt für jede Richtung der durch 0 gezogenen Transversale 
einer der Durchschnittspuncte a lt 0%, «3, ....,«» mit 0 zusam- 
men. Es ist folglich nach Nr. 17. 0 ein harmonischer Mittel- 
punct eines jeden beliebigen Grades des Systems a lt a 2 , «3,—, a n 
für 0 als Pol, und es gehen demgeroäsz alle Polaren von o 
von der ersten bis zur (#t — l)-ten durch diesen Punct. 

Aber wir können noch weiter gehen. Ist nämlich die 
Transversale eine Tangente von & in 0, so gilt dieser Punct 
für zwei zusammenfallende Durchschnittspuncte, also auch nach 
Nr. 17. für zwei harmonische Mittel puncte eines beliebigen 
Grades, und damit ergibt sich der Satz: 

Lehrsatz IX. Die Polaren aller Grade eines Punctes 
o der Grundcurve berühren diese im Pole selbst. 



*) Poncelet, Solution ... suivie dune ihiorie des polaire* riciproques 
etc. (Annales de Gergonne^ t. 8., Nismes 1817 — 1818, p. 214). 
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Aus derselben Nr. 17. folgt noch : 

Lehrsatz X. Die erste Polare eines Punctes o der 
Fundame ntalcurve ist der Ort der harmonischen Mittei- 
puncte des (n — ty-ten Grades für den Polo und die n—l 
Puncle, in denen Cm von einer veränderlichen Transver- 
sale durch o geschnitten wird. Die n(n — 1) — 2 Puncte, 
in denen die erste Polare von o C n ausser dem Puncte o, 
in dem sich nach dem Obigen die Curven berühren, schnei- 
det, sind die Berührung spunde der durch o gelegten an- 
derweitigen Tangenten von C. 



72. Einflusz der vielfachen Puncte. Es habe die 
Curve Cu in d einen r- fachen Punct, es schneide also jede 
Gerade» welche durch d geht, die Curve in diesem Puncte 
r-mal, dann ist nach Nr. 17. d ein r-facher Punct für jede 
Polare dieses Punctes. 

Jede Tangente an die r Zweige der Curve C n schneidet 
diese aber nach Nr. 31. in r+1 Puncten, die mit d zusammen- 
fallen, so dass für diese Tangenten als Transversalen betrach- 
tet r + 1 von den Puncten a mit d zusammenfallen, und damit 
also d auch für r+1 harmonische Mittelpuncte eines beliebigen 
Grades für d als Pol zu betrachten ist (M. s. Nr. 17.). Die r 
Tangeuten von Cn im Puncte d berühren also in ihm auch die, r 
Zweige einer beliebigen Polare von d. 

Daraus folgt ferner noch, dasz die (n — l)-te, (n — 2)-te, 
....,(« — r+l)-te Polare von d unbestimmt werden, und dasz 
die (n — r)-te Polare aus dem System der r Tangenten, das 
wir schon in Nr. 31. betrachteten, besteht. 

Diese letzte Eigenschaft ergibt sich auch offenbar daraus, 
dasz, wenn man nach Nr. 68. eine Tangente an einen der Zweige 
der Curve Cu in d als eine durch den Pol d gelegte Transver- 
sale betrachtet, r + 1 der Durchschnittspuncte a mit diesem 
Pol zusammenfallen, und also nach Nr. 17. jeder Punct dieser 
Transversale als harmonischer Mittelpunct r-ten Grades auf- 
gefaszt werden kann, dasz also folglich das Büschel der Tan- 
genten an die r Zweige der Curve C n den Ort der harmonischen 
Mittelpuncte des r-ten Grades in Bezug auf d als Pol darstellt. 
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73. Einflusz der vielfachen Puncte; Fortsetzung. 
Es sei o ein beliebiger Punct in der Ebene der Curve C n , die 
in d einen r-fachen Punct besitzt, und die Gerade od gezogen; 
dann werden natürlich für diese Transversale r der Puncte a 
mit d zusammenfallen. Dieser Punct ist daher nach Nr. 16. der 
Ort für r—s harmonische Mittelpuncte des (n — *)-ten Grades, 
*<r. Das liefert den Satz: 

Lehrsatz XI. Ein r-f acher Punct der Fundamenlal- 
curve ist ein (r — s)-f acher Punct der s-ten Polare eines 
beliebigen Poles. 

• 

a. Specieller Fall, wenn C n aus n Geraden be- 
steht. Wir wollen das Vorhergehende auf den Fall anwenden, 
dasz Ca aus dem System von n Geraden besteht, die sich in 
d schneiden. Für C n wird dann d ein n-facher Punct, und er 
ist folglich auch für die erste Polare eines beliebigen Poles 0 
für Cn als Grundcurve ein (» — J)-facher Punct. Diese Polare 
besteht also aus (»— 1) Geraden, die durch d gehen. 

Mit andern Worten : Ziehen wir durch o eine beliebige 
Transversale, welche die n Geraden in a lt a 2i ö 3 , a n schnei* 
det, bezeichnen wir ferner die harmonischen Mittelpuncte des 
(» — l)-ten Grades durch m if m 3 , m tt -i, so ist das Sy- 
stem der n — 1 Geraden 

d(tn lt 171%, m&, m n —i) 

nach Nr. 20. die erste Polare von 0. Nach Nr. 18. folgt nun 
aber ferner, dasz, so lange der Pol 0 sich auf einer Geraden 
bewegt, die durch d geht, diese erste Polare stets dieselbe 
bleibt. 

Fallen von den n gegebenen Geraden s in eine einzige da 
zusammen, so fallen auch nach Nr. 16. s— 1 harmonische Mittel- 
puncte des (»— -l)-ten Grades mit a zusammen, und es reprä- 
sentiert daher da, was auch 0 sei, n— 1 der Geraden dm. 

b. Polare eines Winkels. Für n = '2 erhält man den 
specieller) Fall: 

Lehrsatz XII. Ist die Fundamentalcurve aus %u>ei Gera- 
den d(a lr «a) zusammengesetzt , so ist die Polare eines 
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• 

Punctes o in Bezug auf die beiden gegebenen Geraden der 
%u do zugeordnete harmonische Stral. Fallen beide Gerade 
zusammen, so fällt auch die Polare mit ihnen zusammen 
für jeden beliebigen Punct als Pol. 

Die soeben definierte Polare zweier Geraden nennt man die 
Polare von o für den Winkel a^da^ 



74. Einflusz der vielfachen Puncte; Schlu 
Wir wenden uns wieder zur Betrachtung einer beliebigen Curve 
Cn> die in d einen r-fachen Punct besitzt. Ist 0 ein beliebiger 
Pol, so geht seine erste Polare nach Nr. 73. (r — l)-mal durch 
d, und die r Tangenten von Cn in d bilden die (n — r) te Po- 
lare des Punctes d selbst. Dem analog bilden natürlich die 
(r — 1) Tangenten im Puncte d an die erste Polare von o die 
[(» — 1) — (r — l)]-te Polare von d in Bezug auf die erste Po- 
lare von 0, oder auch, was dasselbe ist, nach Nr. 69c. die 
erste Polare von o in Bezug auf die (n — r)-te Polare von d. 
Betrachtet man nun noch Nr. 73a., so hat man den Satz: 

Lehrsatz XIII. Hat die Fundament alcurve einen 
r-fachen Punct d, so bilden die r— 1 Tangenten, die man 
von d an die erste Polare eines beliebigen Punctes o le- 
gen kann, gleichzeitig die erste Polare von d in Bezug auf 
das Büschel der r Tangenten der Fundamentalcurve in d. 



a. Folgerung 1. Hieraus folgt mit Bezug auf Nr. 73 a. 
dasz alle ersten Polaren der Puncte einer Geraden, welche durch 
d geht, in diesem Puncte dieselben Tangenten haben. 

b. Folgerung 2. Fallen auszerdem * der Tangenten 
C n im Puncte d in eine einzige Gerade zusammen, so ist nach 
Nr. 73a. diese auch — l)-mal Tangente an die erste Polare 
von 0, folglich repräsentiert dann d nach Nr. 32. r(r— 1) -f 1 
Durchschnittspuncte der Curve Cn und der ersten Polare. Da 
also die Zahl der noch übrigen Durchschnittspuncte gleich 
n(n- l)-r(r-l)— (s — 1) ist, diese Zahl aber nach Nr. 70. 
ausdruckt, wieviel Tangenten sich durch o an die Fundamen- 
talcurve legen laszen, natürlich vorausgesetzt, d sei der einzige 
vielfache Punct, so können wir folgenden Satz aussprechen: 
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Lehrsatz XIV. Hat die Fundamentalen™ e einen 
r-fachen Punct, mit s zusammenfallenden Tangenten, so 
wird dadurch die Masse der Curve um r(r — 1) + *— 1 
Einheiten vermindert. 

c. Folgerung 3. Diese allgemeine Eigenschaft läszt sich 
für r=2, *=1 und r = 2, # = 2 nach Nr. 736. folgendermaszen 
faszen : 

Lehrsatz XV. Hat die Fundamentalcurve in d einen 
Doppelpunct, so geht die erste Polare eines beliebigen Po- 
les durch d, und berührt in diesem Puncte den %u do 
in Be%ug auf die beiden Tangenten der Grundcurve in d 
zugeordneten harmonischen Stral. 

Lehrsatz XVI. Ist d für die Fundamentalcurve ein 
Rückkehr punct, so geht die erste Polare jedes Punctes durch 

d, und berührt daselbst die Rückkehrtangente der gegebe- 
nen Curve. 

Die erste Polare von o schneidet demgemäsz C n auszer in 
d in noch n(n— J)— 2 oder »(»— 1) — 3 Puocten, jenachdem 
d einen Doppelpunct oder eine Spitze bildet. Folglich gilt der 
Satz: 

Lehrsatz XVII. Die Classe einer Curve erniedrigt 
sich um %wei Einheiten für jeden Doppelpunct und 
um drei Einheiten für jede Spitze*). 

d. Folgernug 4. Für ein beliebiges r und * = 1 ent- 
steht: 

Lehrsatz XVIU. Hat C n einen r-fachen Punct, mit 
r verschiedenen Tangenten, so erniedrigt sich die Classe 
der Curve um r(r — 1) Einheiten, das heiszt, ein r-f acher 
Punct mit r verschiedenen Tangenten hat dieselbe Wir' 
kung, als hätte die Curve ir(r— - 1) Doppelpuncle. 

Dies gewinnt grosze Evidenz, wenn man beachtet, dasz 
der gemeinschaftliche Durchscbnittspunct von r Zweigen einer 



*) Plü eher, Solution dune question fondamentale concernant la the*orie 
generale des wurbes. {Grelles Journal. T. 12, Berlin, Reimer. 1834. p. 107). 
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Curve eigentlich der Ort von $r(r— 1) Doppelpuncten Ist, welche 
aus den Durchschnitten der r Zweige zu zwei und zwei ent- 
stehen. 

Haben nun noch s der Zweige eine gemeinschaftliche Tan- 
gente, so entstehen durch Combination jedes dieser Zweige 
mit dem folgenden s — 1 Spitzen. Jede andere Combination 
der sämmtlichen Zweige zu zwei gibt einen gewöhnlichen Dop- 
pelpunct, und das liefert den Satz: 

Lehrsatz XIX. Ein r- fachet' Punct mit s zusammen- 
fallenden Tangenten vermindert die Classe einer Curve 
um eben soviel Einheilen, als \r(r— !)—(#— 1) Doppel- 
puncte und s — 1 Spitzen zusammengenommen. 

75. Der Satz von Maclaurin. Sind a und n die beiden 
harmonischen Mittelpuncte des ersten Grades für die beiden 
Systeme von Puncten 

a lf 0%, Oj, a n \ 

b it b 2 > ••••» °*» 

in denen die Fundamentalcurve C n durch zwei Transversalen 
geschnitten wird, welche durch den Pol o gehen, so ist die 
Gerade ab die letzte Polare von o. Legt man nun durch die 
Puncte a lf a*, 03,...., an und b lt b tt b 3 ,....,b n eine zweite 
Curve der n-ten Ordnung Cn , so ist die Gerade db auch in 
Bezug auf C'% die Polare von 0, so dasz, wenn wir jetzt die 
beiden Transversalen oa l a^.. t .a n und ob l b 2 ....b n sich einander 
unendlich nähern laszen, der Satz entsteht: 

Lehrsatz XX. Berühren sich zwei Curven der n-ten 
Ordnung in n Puncten, die in gerader Linie liegen, so 
hat jeder Punct dieser Geraden für beide Curven dieselbe 
gerade Polare *). 

Als zweite Curve kann man das System der n Tangenten 
der Curve C n in den Puncten a lt o*. «3, ....,«« betrachten; 
dann geht der obige Satz über in : 



♦) Salmon, A treatise on the higher plane curves, Dublin 185S, p. 54. 
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Lehrsatz XXI. Ein Pol, der mit n Funden einer 
Curve n-ter Ordnung auf derselben Geraden liegt, hat 
sowol in Bezug auf die Curve, als in Bezug auf ihre Tan- 
genten in den n gegebenen Puncten dieselbe gerade Polare. 

Das Letztere läszt sich nach Nr. 11. auch so aussprechen: 

Lehrsatz XXII. Legt man eine zweite Transversale 
durch den Punct o, und schneidet diese die Curve in den 
Puncten c lt c t9 c 3 ,....,c; die n Tangenten aber in t u / 2 , 
t 3f ....,tn, so existiert immer die Relation 

_L._L.J_ + ._L_J.J_._L. .JU 

oc^oc^oc^ - Tocn " oi^ot^ot z ^""^oU h 



76. Der Satz von Cayley. Es seien n Gerade A t , A^ 
A 3f An und ein Pol o gegeben, alle naturlich in einer Ebene. 
Es sei ferner P T die gerade Polare von o in Bezug auf das 
System von n — 1 Geraden 

Ait .__>, A^ t Ar—l, Ar+lt • • • • » An, 

als Ort der (n— l)-ten Ordnung betrachtet, und a r der Punct, 
in dem P r die Gerade Ar schneidet, dann ist dem Satze in 
Nr. 15. gemäsz a r der harmonische Mittelpunct des ersten Gra- 
des des Systems der n Puncte, in denen die n gegebenen Gera- 
den von der Transversale OOr geschnitten werden, für o als Pol. 
Das gibt den Satz: 

Lehrsatz XXIII. Sind n Gerade und ein Pol o gege- 
ben, so liegt der Punct, in dem eine beliebige dieser Gera- 
den die gerade Polare von o für die andern n — 1 Gera- 
den schneidet, auf der geraden Polare von o für alle 
n Gerade**). 

Aus diesem Satze folgt für n = 3: 

Lehrsatz XXIV. Die gerade Polare eines Punctes in 
Bezug auf die Winkel eines Dreiseits schneiden die Gegen- 



*) Maclaurin, a. a. 0. p. 201. 
**) Cayley, Sur quelques th€orhnes de la ge'ome'trie de position. {Cr ei- 
le» Journal. T. 34. Berlin, Reimer. 1847. p. 274). 
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seiten in drei Funden, die in gerader Linie liegen, und 
zwar auf der geraden Polare des gegebenen Punctes in 
Bezug auf das Dreiseit, als Ort der dritten Ordnung auf- 
gefaszt, 

und umgekehrt: 

Lehrsatz XXV. Werden die drei Seiten bc, ca, ab 
eines Breiecks abc von einer Transversale bezüglich in 
den Puncten a', b' t c' geschnitten, und sind a if b lf c x der 
Reihe nach die conjugierten harmonischen Puncle von a', 
b\ c* bezüglich der Punctpaare b, c; c, a; a, b, so schnei- 
den sich die Geraden aa x , bb x , cc x in demselben Puncle, 
dem Pole der Transversale. 



77. Curven buschel aus den ersten Polaren der 
Puncte einer Geraden. Die ersten Polaren zweier belie- 
biger Puncte 0 und o' für eine gegebene Curve C% schneiden 
sich in (n— l) a Puncten, deren jeder nach Nr. 69«., da er in 
beiden ersten Polaren liegt, eine gerade Polare besitzt, die 
sowol durch o als durch o' geht. Folglich entsteht der Satz: 

Lehrsatz XXVI. Eine Gerade ist die Polare von («-!)* 
verschiedenen Puncten, welche die Burchschnittspuncte 
der ersten Polaren zweier beliebiger ihrer Puncte sind. 

Oder auch: 

Lehrsatz XXVII. Bie ersten Polaren aller Puncte ei- 
ner Graden bilden ein Curvenbüschel, das durch dieselben 
(n — l) 2 Puncle geht*). 

a. Zahl der Polaren, welche alle andern bestim- 
men. Dieser Eigenschaft gemäsz haben alle ersten Polaren, 
welche durch einen Punct o gehen, noch (n — l) a — 1 Puncte 
gemein, das heiszt sie bilden ein Curvenbüschel, deszen Basis 
aus den (n — l) a Polen der geraden Polare von o besteht. Durch 
zwei Puncte o und o' geht nur eine erste Polare, und zwar 



*) Bob i liier, Demonstration* de quelques theorbnes sur les Hönes etc. 
(Aunales de Gergonne 1. 18. Nismes 1827—1828. p. 97). 



Digitized by Google 



110 



Zweites Capitel 



[§. 13. 



diejenige, deren Pol der Durchschnittspunct der geraden Po- 
laren von o und ©' ist. 

Es genügen folglich drei erste Polaren um alle andern zu 
individualisieren. Denn sind drei erste Polaren C, C", C" 
gegeben, deren Pole nicht in gerader Linie liegen, und verlangt 
man diejenige zu beschreiben, weiche durch zwei gegebene 
Puncte 0 und o' geht, so lost sich diese Aufgabe folgender- 
maszen. 

Die beiden Curven C und C" bestimmen ein Curvenbfischel. 
Ebenso bestimmen die Curven €' und C" ein solches. Die 
beiden Curven, welche bezuglich zu diesen beiden Büscheln 
gehören und durch o gehen, individualisieren ein drittes Curven- 
büschel; die Curve dieses Büschels nun, welche durch o' geht, 
ist offenbar die gesuchte. 

b. Einflusz eines den drei gegebenen Polaren 
gemeinschaftlichen Punctes. Gehen drei erste Polaren, 
deren Pole nicht in gerader Linie liegen, durch denselben Punct, 
so ist dieser auch allen übrigen Polaren gemeinschaftlich, also 
für die Fundamentalcurve nach Nr. 73. ein Doppelpunct. Seine 
gerade Polare ist daher nach Nr. 72. unbestimmt, da sie nach 
Nr. 69«. durch jeden Punct der Ebeue gelegt werden kann. 

78. Doppelpuncte der Polaren. Die r-te Polare eines 
Punctes o möge einen Doppelpunct o' haben, so dasz also nach 
Nr. 73. die erste Polare eines beliebigen Punctes m, die r-te 
Polare von o als Grundcurve betrachte^, durch 0' geht, dann 
wird auch , dem Satze in Nr. 69 d. gemäsz , die erste Polare 
von in, die (n — r< — l)-te Polare von o' als Grundcurve ange- 
nommen, durch o gehen; auszerdem wird nach Nr. 69a. die 
(r-fl)-te Polare von o durch o' gehen und o auf der (n— r— 1)- 
ten Polare von o* liegen. Aus Nr. 77 b folgt dann: 

Lehrsatz XXVIII. Hat die r-te Polare von o einen 
Doppelpunct in o', so hat umgekehrt die {n-r—\)-le Po- 
lare von o' einen Doppelpunct in o *). 



*) Steiner, Allgemeine Eigenschoßen der algebraischen Curven. (Grel- 
les Journal T. 47. Berlin. Reimer, 1853. S. 4). 
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Hat z. B. die erste Polare von o einen Doppelpunct 0', so 
ist die conische Polare von o' das System zweier Geraden, die 
sich in o schneiden, und umgekehrt. 

a. Rückkehrpuncte der Grundcurve. Hat die gege- 
bene Curve Cn einen Rückkehrpunct d, so löst sich die conische 
Polare dieses Punctes nach Nr. 72. in zwei Gerade auf, die 
beide mit der Tangente von C n in d zusammenfallen. Jeder 
Punct m dieser Tangente kann also als ein Doppelpunct der 
conischen Polare von d angesehen werden, so dasz d ein Dop- 
pelpunct der ersten Polare von m ist. Das liefert den Satz: 

Lehrsatz XXIX. Hat die Fundamentalcurve eine 
Spitze, so geht die erste Polare eines beliebigen Punctes 
der Rückkehrtangente zweimal durch den Ruckkehrpunct. 

Diese ersten Polaren, für welche d ein Doppelpunct ist, 
bilden nach Nr. 77 a. ein Curvenbfischel. Es sind daher unter 
ihnen nach Nr. 48. zwei, für welche d eine Spitze bildet. Nach 
Nr. 72. ist nun eine dieser beiden Polaren diejenige, für welche 
d selbst der betreffende Pol ist. 

b. Weitere Polgerungen. Es sei o' ein Doppelpunct 
der «~ten Polare eines Punctes m in Bezug auf die r-te Polare 
eines andern Punctes 0 als Fundamentalcurve, das heiszt nach 
Nr. 69c, es gehe auch die r-te Polare von o in Bezug auf 
die *-te Polare von m als Grundcurve zweimal durch 0', dann 
folgt, wenn wir auf die *-te Polare von m den für die Curve 
Ca in Nr. 78. bewiesenen Satz anwenden, dasz die [(»— r— l]-te 
Polare von o' in Bezug auf die *-te Polare von m als Grund- 
curve in 0 einen Doppelpunct besitzt. Das gibt den Satz: 

Lehrsatz XXX. Hat die s-te Polare von m in Bezug 
auf die r-te Polare von o einen Doppelpunct in &, so 
hat umgekehrt die s-te Potare von m in Bezug auf die 
(n—r -*-l)-te Polare von o' in o einen Doppelpunct. 

79. Rückkehrpuncte der Polaren. Hat die r-te Polare 
von 0 in o 4 eine Spitze, so geht nach Nr. 78. die (»— r— l)-te 
Polare von o' zweimal durch 0. Bezeichnen wir nun durch m 
einen beliebigen Punct der Rückkehrtangente der r-ten Polare 
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vod 0 im Rückkehrpuncte o', so hat nach Nr. 78«. die erste 
Polare von m bezogen auf dieselbe r-te Polare von o als Grand- 
curve in o' einen Doppelpunct, and es geht demgemäsz nach 
Nr. 78*. die erste Polare von m, die (n — r— 2)-te Polare von 
o' als Grundcurve betrachtet, zweimal durch o. 

Setzt man noch r= 1, so folgt der Satz: 

Lehrsatz XXXI. Hat die erste Polare von o eine 
Spitze in o', so hat Jeder Punct der Rückkehr tangente, auf 
die cubische Polare als Grundcurve bezogen, zur conischen 
Polare ein Paar sich in o schneidende Gerade*). 

Es ist nun augenblicklich klar, dasz jede dieser beiden 
Geraden die andere bestimmt, das heiszt, alle zusammengehö- 
rigen Paare von Geraden bilden eine quadratische Involution, 
und folglich müszen auf der Ruckkehrtangente zwei Puncte 
existieren, von denen jeder als conische Polare ein Paar in eine 
Gerade, die durch o geht, zusammenfallende gerade Linien hat, 
die cubische Polare von o' als Grundcurve angesehen. 

Der Punct 0 ist ein Doppelpunct für jede conische Polare 
eines Punctes m der Rückkehrtangente für die cubische Polare 
von o' als Grundcurve, und deshalb ist umgekehrt nach Nr. 78. 
tn ein Doppelpunct der conischen Polare von o nach der cubi- 
schen Polare von o' als Grundcurve. Das gibt den Satz: 

Lehrsatz XXXII. Die Gerade, welche die erste Polare 
von o im Rückkehrpuncte o' berührt, ist, als das System 
zweier zusammenfallender Geraden betrachtet, die conische 
Polare von o in Rezug auf die cubische Polare von o' als 
Grundcurve. 

Die Doppelsiralen der obigen Involution mögen die Rückkehr- 
tangente in o t und o 2 schneiden. Nun ist o t ein Doppelpunct 
sowol der conischen Polare von o, immer auf die cubische Po- 
lare von 0' als Grundcurve bezogen, als für die conische Polare, 
die durch oo t dargestellt wird, und die conische Polare von o 
hat nach Nr. 78. einen Doppelpunct in o und einen zweiten auf 



*) Unter gerader, conischer und cubischer Polare verstehen wir bezüglich 
die letzte, vorletzte und vorvorletzte Polare, die resp. eine gerade Linie, einen 
Kegelschnitt und eine Otrve der dritten Ordnung reprlftentieren. 
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0!0 2 , das beiext, sie ist das System zweier zusammenfallender 
Geraden. Es bilden als 00 2 und 00i für sich die coniseben 
Polaren der Puncte 0, und 0 2 , und darin liegt der Satz: 

Lehrsatz XXXIII. Hat die erste Polare von o einen 
Rückkehrpunct o', so gibt es auf der Rückkehrtangente zwei 
Puncte o t und o 2 , welche zusammen mit o ein Dreieck 
bilden, deszen Seiten, als je zwei zusammenfallende Gerade 
betrachtet, die conischen Polaren ihrer Gegenscheitel dar- 
stellen für die eubische Polare von o' als Grundcurve. 

80. Charakteristische Eigenschaften der Wende- 
puncte. Wir betrachten jetzt eine Wendetangente der gege- 
benen Curve C n und ihren ßerührungspunet oder den Wende- 
punet i. Nehmen wir den Pol 0 auf der Wendetangente und 
betrachten diese, wie nach Nr. 68. erlaubt ist, als Transversale, 
so sind von den dort betrachteten Puncten u nach Nr. 29. drei 
im Wendepuncte i vereinigt. Dieser ist damit nach Nr. 16. der 
Ort für zwei harmonische Mittelpuncte des (» — l)-ten Grades 
und für einen solchen des (w — 2)-ten Grades; folglich geht 
die erste Polare von o durch i und berührt in diesem Puncte 
C n , und die zweite Polare von o geht ebenfalls durch t. 

Da somit durch i die zweite Polare eines jeden Punctes o 
der Wendetangente geht, so musz nach Nr. 69«. die conische 
Polare von i alle Puncte dieser Tangente enthalten, das heiszt : 

Lehrsatz XXXIV. Die conische Polare eines Wende- 
punctes besieht aus zwei Geraden, deren eine die Wende- 
tangente selbst ist. 

Ist i' der Durchschnittspunct der beiden Geraden, welche 
die conische Polare des Wendepunctes t bilden, so hat nach 
Nr. 78. die erste Polare von i' in i einen Doppelpunct; das lie- 
fert den Satz: 

Lehrsatz XXXV. Ein Wendepunct einer Curve ist ein 
Doppelpunct für jede erste Polare eines Punctes der Wen- 
detangente. 

Liegt ein Punct p auf der Curve C n und hat derselbe als 
conische Polare ein System von zwei Geraden, so ist er ent- 
weder ein Doppelpunct oder ein Wendepunct der gegebenen 

Cr e mono. Ebene Cnncn. s 
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Curve. Denn, entweder gehen beide Gerade durch p, und die 
gerade Polare des Punctes wird daher unbestimmt, dann ist 
p ein Doppelpunct der Curve; oder eine einzige der beiden 
Geraden geht durch p> und ist dann nach Nr. 71. Tangente der 
Curve in diesem Puncte. Dann gehören alle Puncte dieser 
Geraden sowol der (n— l)-ten, als der (n — 2)-ten Polare von 
p an, folglich geht die erste und die zweite Polare jedes Pun- 
ctes dieser Geraden durch p, was nach Nr. 16. nur möglich ist, 
wenn diese Gerade mit der gegebenen Curve in p eine drei- 
punctige Berührung eingeht. 

81. Einhüllende der geraden Polaren der Puncte 
einer gegebenen Curve. Nach dem Vorhergehenden ent- 
spricht jedem Puncte der JBbene der gegebenen Curve C n eine 
gerade Polare. Dem analog stellen wir nun die Frage: 

Wenn der Pol sich auf einer Curve C m der m-tei\ Ordnung 
bewegt, von welcher Classe ist dann die Einhüllende der gera- 
den Polaren dieses Punctes? das heiszt, wieviel gerade Polaren 
gehen durch einen beliebigen Punct 0, wenn die Pole aller 
dieser Polaren auf Cm liegen? 

Nun liegt nach Nr. 69«., wenn die gerade Polare durch o 
geht, der Pol auf der ersten Polare von o, die C m in m(n— 1) 
Puncten schneidet. Diese Puncte sind nun natürlich die einzi- 
gen Puncte der Curve C m , deren gerade Polaren durch o gehen, 
und damit haben wir den Satz: 

Lehrsatz XXXVI. Bewegt sich der Pol auf einer 
Curve der m-ten Ordnung, so werden die geraden Polaren 
von einer Curve der m(n — \)-ten Classe umhüllt. 

a. Die gegebene Curve ist eine Gerade. Für;»=l 
entsteht: 

Lehrsatz XXX VII. Durchläuft der Pol eine Gerade 
R, so ist die Einhüllende der geraden Polaren eine Curve 
der (n-l)-ten Classe. 

b. Einflusz eines vielfachen Punctes. Hat die Fun- 
damentalcurve einen r-fachen Punct d, so geht die erste Polare 
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von o nach Nr. 73. (r — 1)-mal durch d. Folglich schneidet, 
wenn auch R durch diesen Punct geht, die erste Polare diese 
Gerade noch in (n — 1) — (r — 1) Puncten. Die Classe der ge- 
suchten Einhüllenden ist also in diesem Falle n — r. 

C. r-facher Punct mit s zusammenfallenden Tan- 
genten. Haben ausserdem s Zweige von C n in d eine ge- 
meinschaftliche Tangente, so berührt dieselbe in diesem Puncte 
nach Nr. 74. s — 1 Zweige der ersten Polare von o. Ist daher 
R diese Tangente, so bleiben noch (» — 1) — (r— 1) — 1) 
Durchschnittspuncte derselben mit der ersten Polare von o 
übrig, und die Classe der Einhüllenden ist in diesem Falle nur 
n-{r + s— 1). 

82. Einhüllende Polaren. Wie die Theorie der harmo- 
nischen Mittelpuncte eines Systems von Puncten einer Geraden 
zur Grundlage der Theorie der Polaren bezogen auf eine Grund, 
curve dient, so führen die Eigenschaften der harmonischen 
Axen eines Büschels von Geraden, die von einem Puncte aus- 
gehen (M. s. Nr. 19. und Nr. 20.), auf die Begründung einer 
analogen Theorie der einhüllenden Polaren in Bezug auf eine 
Fundamentalcurve von bestimmter Classe. 

Ist K eine Curve der m-ten Classe, R eine Gerade in ihrer 
Ebene, und zieht man von einem Puncte p der Geraden R die 
m Tangenten an K, so werden die harmonischen Axen des 
r-ten Grades des Systems dieser m Tangenten für die Gerade 
Ä, wenn p sich auf R bewegt, von einer Curve der r-ten ('lasse 
umhüllt, üie Gerade Ägibt also m—\ einhüllenden Polaren den 
Ursprung, deren Classen mit m— 1 anfangen und mit 1 schlieszen. 
Die umhüllende Polare der höchsten Classe berührt die Tan- 
genten an K in den Puncten, die diese Curve mit R gemein hat, 
daher schneidet R die Curve K in m{m— 1) Puncten, und es gilt 
folglich der Satz: 

Lehrsatz XXXVI II. Eine Curve der m-ten Classe ist 
im Allgemeinen von der mint — \)-ten Ordnung. 

Diese Ordnung erniedrigt sich aber um zwei Einheiten für 
jede Doppeltangente und um drei Einheiten für jede Wende- 
tangente der Fundamentalcurve, u. s. wr„ u. s. w. 

8* 
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Sätze über Curvensy steine. 

83. Ort der Durchschnitts puncto der entsprechen- 
den Curven zweier projectivischer Reihen. Wir haben 
in Nr. 34. den Ausdruck Reihe von Curven definiert. Man nennt 
nun zwei Reihen von Curven projectivisch, wenn eiuem belie- 
bigen, aber gegebenen Gesetze gemäsz einer jeden Curve der 
ersten Reihe eine einzige Curve der zweiten entspricht und 
umgekehrt. 

Wir beantworten zuerst die Frage, von welcher Ordnung 
ist der Ort der Durchschnittspuncte der correspondierenden 
Curven zweier projectivischer Reihen bezüglich von der tfz-ten 
Ordnung und dem Index m und der n-ten Ordnung und dem 
Index n? Wir können diese Frage auch dahin faszen. Wieviel 
Puncto gibt es auf einer beliebigen Geraden, durch welche je 
zwei entsprechende Curven hindurchgehen? 

Zur Beantwortung derselben sei a ein beliebiger Punct der 
Transversale, durch den m Curven der ersten Reihe hindurch- 
gehen. Die m entsprechenden Curven der zweiten Reihe schnei- 
den nun die Transversale in M.n Puncten Nehmen wir da- 
gegen einen beliebigen Punct a' der Transversale, durch den 
s Curven der zweiten Reihe gehen, so schneiden die entspre- 
chenden v Curven der ersten Reihe die Transversale in s.m 
Puncten a. Jedem Puncte a entsprechen daher m.h Puncte a* 
und jedem Puncte a' m.m Puncte a; beziehen wir nun die 
Puncte a und a' auf denselben Anfang 0, der beliebig auf der 
Transversale angenommen werden kann, so besteht unter den 
Abschnitten oa und oa' eine Gleichung, die für oa 1 vom M.n-ten, 
für oa von v.m-ten Grade ist. Läszt man daher a mit a' zu- 
sammenfallen, so ist die Gleichung für die Abschnitte oa vom 
(m . n + n . m)-ten Grade, das heiszt auf der Transversale liegen 
M.w + N.m Puncte des gesuchten Ortes. Hieraus erhält man 
das allgemeine Theorem*): 



*) Jo n q u i e r e s , Theoreme* gtntraux etc. p. 117. 
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Lehrsatz I. Der Ort der Durchschnittspuncte der 
entsprechenden Curven zweier projectivischer Reihen be- 
züglich von der m-ten Ordnung und dem Index m und 
und von der n-ten Ordnung und dem Index v ist im All- 
gemeinen höchstens von der (m ,n + x.m)-len Ordnung. 

Wir sagen „Im Allgemeinen höchstens", weil verschiedene 
Umstände die Ordnung der resultierenden Curve erniedrigen 
können. Z. B., wenn die heiden Reihen singulare correspon- 
dierende Elementcpaare enthalten. Die Grösze m.» ■+- n.tn musz 
man also vielmehr als eine obere Grenze betrachten, wie als 
eine absolute Zahl. Im Folgenden Nr. III bis werden wir 
hierzu in der Theorie der Kegelschnitte bemerkenswerte Bei- 
spiele betrachten *). 

a. Folgerung für die Tangenten der Curven zweier 
Reihen. Für m = n = 1 erhält man aus diesem Satze das in 
Nr. 50. für den Ort der Durchschnittspuncte der entsprechenden 
Curven zweier Curvenbüschel bewiesene Theorem wieder. Im 
Falle m=n= 1, hat man den Satz: 

Lehrsatz II. Entsprechen die Tangenten einer Curve 
M-ter Classe den Tangenten einer andern Curve der n-ten 
Classe projectivisch , so ist der Ort der Durchschnitts- 
puncte je zweier homologer Tangenten eine Curve der 
(m + y)-len Ordnung. 

b. Einhüllende d er V erbi nd u n gs geraden entspre- 
chender Puncte zweier Curven. Analog kann man den 
folgenden Satz beweisen, den man aber auch aus dem oben 
gegebenen mittelst des Princips der Dualität ableiten kann: 

Lehrsatz III. Entspricht einem jeden Puncte einer 
Curve der M-ten Ordnung, einem beliebigen Gesetze gemäsz, 
ein einziger Punct einer andern Curve der n-ten Ordnung, 
und umgekehrt, so wird die Gerade, welche zwei homologe 
Puncte beider Curven verbindet, von einer Curve der 
(m f y)-ten Classe umhüllt. 

*) Man sehe auch einen Brief Jonquieres* an den Verfaszer im 
Giomale di Matcmatiche ad uso e/c, Napoli 1863, p. 128., sowie Bemerkungen 
über Curvenreihcn von beliebigem Index von G. Battaglini. (Grunerts 
Archiv T. XLI. Heft I. S. 26). 
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84. Polaren eines P und es in Bezug auf die Curven 
einer Reihe. Von welchem Index ist die Reihe der r-ten 
Polaren eines Punctes o, die Curven einer Reihe der n-ten 
Ordnung und vom Index it als Grundcurven angesehen? das 
heiszt, wieviele von diesen Polaren gehen durch einen beile- 
gen Punct, 35. B. etwa durch den gegebenen Pol o selbst ? 

Offenbar gehen nur diejenigen Polaren durch o, deren Fun- 
damentalcurven der Reihe sich in o schneiden. Da dieses nicht 
mehr als n sind, so haben wir den Satz: 

Lehrsatz IV. Die r-ten Polaren eines beliebigen Fun- 
des in Bezug auf die Curven der n-ten Ordnung einer 
Reihe vom Index v bilden eine neue Reihe ebenfalls vom 
Index k, aber von der (n-r)-ten Ordnung. Diezweite 
Reihe ist der ersten projectivisch. 

a. Anwendung auf ein Curvenbüschel. Für n=1 
entsteht: 

Lehrsatz V. Die r-ten Polaren eines Punctes bezogen 
auf die Curven eines Curvenbüschels bilden ein neues, 
dem ersten projeclivisches Curvenbüschel*) 

b. Anwendung auf die geraden Polaren einer 
Reihe. Ist r=#t — 1, so entsteht der Satz: 

Lehrsatz VI. Die geraden Polaren eines Punctes in 
Bezug auf die Curven einer Reihe vom Index n werden 
von einer Curce der s-ten Classe umhüllt, 

c. Anwendung auf die geraden Polaren eines Bü- 
schels. Hieraus erhalten wir wieder, wenn wir n = 1 setzen: 

Lehrsatz VII. Die geraden Polaren eines gegebenen 
Punctes in Bezug auf die Curven eines Büschels schnei- 
den sich in demselben Puncle und bilden ein dem Curven- 
büschel projeclivisches Slralenbüschel. 

85. Curven einer Reihe, die von einer gegebenen 



*) Bob Uli ( r, Recherchcs sur les loia qui rfyissent les lignes etc. (An- 
nales de Gergonnc, t. 18. Nisraes 1827 — 1828. p. 256). 
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Geraden berührt werden. Wir wollen jetzt die Reibe näher 
betrachten, welche nach Nr. 84. durch die ersten Polaren eines 
Punctes O bezogen auf die Curven einer Reihe der #i-ten Ord- 
nung und vom Index n gebildet wird. Nach Nr. 70. sind nun 
bekanntlich die Durcbschnittspuncte einer der Curven der w-ten 
Ordnung mit ihrer entsprechenden ersten Polare die Berührungs- 
puncte der durch 0 an dieselben gezogenen Tangenten. Wen- 
den wir daher, da beide Reihen projectivisch sind, auf sie den 
allgemeinen Satz von Jonquieres in Nr. 83. an, so ergibt 
sich das neue Theorem: 

Lehrsatz VIII. Zieht man von einem Puncte o die 
Tangenten an alle Curven einer Reihe der n-ten Ordnung 
vom Index n, so liegen die Berührungspuncle im Allge- 
meinen alle auf einer Curve höchstens von der n(2h— 1)- 
ten Ordnung. 

Da der Punct 0 auf n Curven der Reihe liegen muss, so 
wird der Ort der Berührungspuncte natürlich N-mal durch die- 
sen Punct gehen und dort die Tangenten der obigen n Curven 
berühren. Jede Gerade durch o schneidet daher diesen Ort 
noch in 2n(*j — 1) Puncten, und es gilt also der Satz: 

Lehrsatz IX. Unter den Curven einer Reihe n-ter 
Ordnung und vom Index k berühren im Allgemeinen höch- 
stens je 2i*(/i — 1) eine beliebige gegebene Gerade. 

Für N = l kommt man auf den Satz in Nr. 49. zurück. 

86. Ort der Pole einer Geraden in Bezug auf die 
Curven einer Reihe. Welches ist die Ordnung des Ortes 
eines Punctes, für welchen eine gegebene Gerade in Bezug auf 
alle Curven einer Reihe der fi-ten Ordnung und vom Index w 
die gerade Polare darstellt? 

Wir brauchen zur Beantwortung dieser Frage nur die Zahl 
der Puncte zu kennen , die auf einer beliebigen Transversale, 
z. B. auf der gegebenen Geraden selbst , diese Eigenschaft be- 
sitzen. Auf dieser Geraden können nun nur diejenigen Pole 
liegen, in denen dieselbe irgend eine Curve der Reihe berührt; 
beachten wir daher noch den letzten Satz, so erhalten wir 
hieraus: 
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Lehrsatz X. Der Ort der Pole einer Geraden in Be- 
zug auf die sämmtlichen Curven einer Reihe der n-ten 
Ordnung vom Index n ist im Allgemeinen eine Curve höch- 
stens von der 2n(w— \)-ten Ordnung. 

Ist n = 1 , so gehört ein Punct a, in Gemäszheit des Satzes 
in Nr. 84c, dem fraglichen Orte an, wenn seine geraden Pola- 
ren in Bezug auf die gegebenen Curven sich sämmtlich in ei- 
nem Puncte b der gegebenen Geraden schneiden. In diesem 
Falle gehen aber nach Nr. 69 a. die ersten Polaren von b durch 
a, und damit ergibt sich der Satz*): 

Lehrsatz XI. Die ersten Polaren eines Punctes in 
Bezug auf die sämmtlichen Curven eines Curvenbüschels 
n-ter Ordnung bilden ein neues Curvenbüschel. Durch- 
läuft der Pol eine gegebene Gerade, so erzeugen die Ba- 
sispuncte des zweiten Curvenbüschels eine Curve der 
2(n — lyten Ordnung, die gleichzeitig der Ort der Pole 
der gegebenen Geraden in Bezug auf die sämmtlichen 
Curven des gegebenen Büschels ist. 

87. Ort der Pole, für welche die gerade Polare 
einer Curve und für die einzelnen Curven einer Reihe 
dieselbe ist. Von welcher Ordnung ist der Ort der Puncte, 
welche in Bezug auf eine gegebene Curve der n-ten Ordnung 
und in Bezug auf jede Curve Cm einer gegebenen Reihe vom 
Index m dieselbe gerade Polare haben? 

Um die Aufgabe zu lösen, untersuchen wir, wieviele Puncte 
des gesuchten Ortes auf einer beliebigen Transversale liegen. 
Zu dem Ende sei a ein beliebiger Punct der Transversale, A 
die gerade Polare dieses Punctes in Bezug auf C n ; dann ist 
nach dem Obigen (Nr. 86.) der Ort der Pole der Geraden A in 
Bezug auf die Curven C m allerhöchstens eine Curve der 2m(»i— 1)- 
ten Ordnung, die naturlich die Transversale in 2M(m — 1) Pun- 
cten a' schneidet. Nehmen wir umgekehrt auf der Transversale 
beliebig den Punct a\ so werden die geraden Polaren von a' 
bezogen auf die Curven C m von einer Curve der M-ten Classe 
umhüllt, welche nach Nr. 81 a. mit der Einhüllenden der («—!)- 



*) Bobillier, a. a. 0. 
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ten Classe der geraden Polaren der Puncte der Transversale 
in Bezug auf C n als Fundamentalcurve m(» — I) gemeinschaft- 
liche Tangenten hat. Diese m(#i— 1) Tangenten sind Polaren 
von eben so viel Puncten a der Transversale in Bezug auf C« 
als Grundcurve. Jedem Puncte a entsprechen demnach höch- 
stens 2m(w-1) Puncte a! und jedem Puncte a' m(» — l) Puncte 
a, folglich gibt es nach Nr. 83. höchstens 2m(»j — 1) + M(n— -1) 
Puncte a, welche mit ihren entsprechenden Puncten a! zusam- 
menfallen. Daraus entsteht der Satz: 

Lehrsatz XII. Der Ort eines Puncles, der sowol in 
Bezug auf eine Curve der n-ten Ordnung, als in Bezug 
auf die Curven einer Reihe der m-ten Ordnung und vom 
Index m dieselbe gerade Polare besitzt, ist im Allgemei- 
nen eine Curve höchstens von der m(w + 'Jw — '>$)-ten Ord- 
nung. 

a. Einflusz der Doppelpuncte und Spitzen. Hat 
die gegebene Curve einen Doppelpunct, oder eine Spitze in d, 
so wird die gerade Polare dieses Punctes in Bezug auf C n nach 
Nr. 72. unbestimmt. Man kann daher als solche die Tangenten 
an jede der m Curven C m annehmen, welche durch d gehen, 
und es wird folglich die Curve der m(» -f 2m — 3)-ten Ordnung, 
die wir durch K bezeichnen wollen, M-mal durch jeden Doppel- 
punct und jede Spitze von C n gehen. 

b. Einflusz der Spitzen. Ist d ein Rückkehrpunct der 
Curve Cn, und wenden wir die obige, für eine beliebige Trans- 
versale angestellte Betrachtung auf die Rückkehrtangente T an, 
so sieht man, wenn man beachtet, dasz für unsern Fall die Ein- 
hüllende der geraden Polaren der Puncte von T für die Curve 
C n nach Nr. 8,1 a. von der (n — 3)-ten Classe ist, dasz also jedem 
Puncte a' m(» — 3) Puncte a entsprechen werden; dasz die 
Tangente T auszer im Puncte d die Curve K noch in M(n-f2m— 5) 
Puncten schneidet, dasz also der Punct d für 2m Durchschnitts- 
puncte der Linien K und T gilt. In d sind folglich nach Nr. 32. 
3m Durchschnittspuncte der Curven K und Cn vereinigt. 

c. Zahl der Curven der Reihe, welche die gege- 
bene Curve berühren. Hieraus folgern wir, dasz, wenn die 
gegebene Curve C n 8 Doppelpuncte und x Rückkehr puncte be- 
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sitzt, sie von K in noch weiteren n\n{n\~lm — 3) — 25 — 3x} Pun- 
cten geschnitten wird. Diese sind aber der Definition der Cur- 
ven K gemasz die Puncte, in denen C„ von den Curveu der 
gegebenen Reihe berührt wird, und es gilt daher der Satz: 

Lehrsatz XIII. In einer Reihe m-ter Ordnung und 
vom Index m gibt es im Atigemeinen höchstens 

M[n(n + 2m — 3) — 2d — 3x] 

Curven, welche eine gegebene Curve der n-ten Ordnung 
berühren, die ö Doppel puncte und x Spitzen enthält*), 

d. Zahl der Tangenten von einem Puncte an eine 
Curve. Für M = m=l entsteht hieraus: 

Lehrsatz XIV. Die Zahl der Tangenten, welche man 
von einem gegebenen Puncte an eine Curve n-ter Ordnung 
mit ö Doppelpuncten und % Spitzen ziehen kann, ist gleich 
n(n—l)—'2d—3x. 

Dies Resultat erhielten wir schon in Nr. 74 c. ■ 

88. Doppelpuncte der Curven eines Büschels. 
Wieviel Curven eines Curvenbüschels m-ter Ordnung haben 
einen Doppelpunct? 

Zur Beantwortung der Frage nehmen wir beliebig drei 
Puncte o, 0', o" an, die nicht in gerader Linie liegen. Die 
ersten Polaren dieser Puncte in Bezug auf die Curven des ge- 
gebenen Büschels erzeugen nach Nr. 84a. drei weitere projecti- 
vische Curvenbüschel der (m — l)-ten Ordnung, wenn wir nur 
als correspondierende Curven dieser drei Büschel diejenigen 
Polaren der drei Puncte 0, o', o" betrachten, welche derselben 
Curve des gegebenen Büschels entsprechen. Hat nun eine der 
gegebenen Curven einen Doppelpunct, so schneiden sich nach 
Nr. 73. in ihm die drei sich entsprechenden Polaren von o, 0' 
und o" ; die Doppelpuncte des gegebenen Curvenbüschels sind 
also diejenigen Puncte der Ebene, durch welche drei entspre- 
chende Curven der drei projectivischen ersten Polarenbüschel 
hindurchgehen. 

*)» Dischojj , Einige Sätze über die Tangenten algebraischer Curven. 
(Crelle- Borchardts Journal, T. 56. Berlin, Reimer. 1859, S. 172). — 
Jonquikres , Thforbnes ge'neraux etc., p. 120. 
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Nun erzeugen das erste und zweite Polarenbüschel durch 
die Durchschnittspuncte der entsprechenden Curven nach Nr. 50. 
eine Curve der 2(wt — l)-ten Ordnung; eine zweite Curve der- 
selben Ordnung erzeugen das erste und dritte Polarenbüschel. 
Beide Curven gehen durch die (w— l) 2 Basispuncte des ersten 
Polarenbüschels, sie schneiden sich also noch in 3(m — l) a 
Punctcn, welche offenbar die gesuchten sind. Das gibt: 

Lehrsatz XV. Die Curven eines Curvenbüschels m-ier 
Ordnung enthalten 3(m— l) 2 Doppelpuncte. 

a. Einflusz eines gemeinschaftlichen Berüh- 
rungspunctes der Curven des Büschels. In einem der 
oben angenommenen Puncte o mögen sich jetzt die sämmtlichen 
Curven des Büschels berühren. Dann hat nach Nr. 47. eine 
von ihnen, etwa C m , in diesem Puncte einen Doppelpunct; 0' 
liege auf der gemeinschaftlichen Tangente des Büschels, und 
0" sei beliebig angenommen. Nun gehen nach Nr. 71. alle erste 
Polaren von o bezogen auf die sämmtlichen Curven des Bü- 
schels durch o und berühren in ihm die Gerade 00', und eine 
derselben, diejenige nämlich, welche der Curve C m entspricht, 
hat nach Nr. 7*2. in o einen Doppelpunct. Auch die Polaren von 
0' gehen nach Nr. 70. sämmtlich durch 0, von den Polaren des 
Punctes o" aber enthält nach Nr. 73. nur diejenige den Punct 
0, welche der Curve C m entspricht. 

• 

Die Polaren von o und von o' erzeugen nach Nr. 52a. eine 
Curve der 2(m — l)-ten Ordnung, für welche o ein Doppelpunct 
und oo 4 eine der beiden Tangenten dieses Punctes darstellt. 
Ebenso erzeugen die Polaren von o und o" eine zweite Curve 
der 2(zw — l)-ten Ordnung, die nach Nr. 51 0. ebenfalls zweimal 
durch o geht. Der Punct o, der für beide Curven der 2(m — 1)- 
ten Ordnung ein Doppelpunct ist, gilt daher für vier Durch- 
schnittspuncte. Da nun in o die Polaren dieses Punctes ein- 
ander berühren, so sind die weiteren Basispuncte des von ihnen 
gebildeten Büschels noch (m — l) 2 — 2. Auszer diesen Puncten 
und dem Puncte o schneiden sich die Curven der 2(f» — l)-ten 
Ordnung daher noch in 

Mm - l) 2 - 4 — [(m - 1 )* - 2] = 3(m - 1 ) 2 - 2 

Puncten. Daher der Satz : 
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Lehrsatz XVI. Berühren sich die Curven eines Bü- 
schels sämmüich in einem Puncte o, so gilt diesei- für 
zwei der Doppelpuncte des Büschels. 

b. Einflusz eines Rückkehrpun ctes einer beile- 
gen Curve des Büschels. Ist nun o für eine der Curven 
des Büschels, etwa C m , eine Spitze, nehmen wir ferner o' auf 
der Rückkehrtangente an und für o" einen beliebigen andern 
Punct, so bilden die ersten Polaren von o in Bezug auf die 
gegebenen Curven ein zweites Curvenbüschel, in welchem die 
Polare in Bezug auf C m nach Nr. 72. ebenfalls eine Spitze in 
o mit der Rückkehrtangente oo' hat. J)ieser Curve entspricht 
in dem Polarenbiischel von o' eine Curve, welche nach Nr. 78a. 
ebenfalls zweimal durch o geht, und im Polarenbüschel von 0" 
eine Curve, welche nach Nr. 74 c. durch o geht und in ihm 00' 
berührt. Folglich hat die durch die beiden ersten Polarenbü- 
schel erzeugte Curve der 2(»i — l)-ten Ordnung nach Nr. 51/. 
in o einen Doppelpunct. Auszerdem erzeugen das erste und 
dritte Polarenbüschel nach Nr. 51 g. eine zweite Curve derselben 
Ordnung, welche einfach durch o geht und dort die Gerade 
00' berührt. Diese beiden Curven haben daher in o zwei zu- 
sammenfallende Durchschnittspuncte, und es bleiben daher, wenn 
wir von den (m — l) 2 Basispuncten des ersten Büschels absehen, 
noch 3(»i — l) 2 — 2 Durchschnittspuncte übrig. In diesem Falle 
haben wir also folgenden Satz: 

Lehrsatz XVII. Hat eine Curve eines Büschels einen 
Rückkehrpunct, so zählt dieser für zwei der Doppelpuncte 
des Büschels. 

c. DieCurven desBüschels berühren sich sämmt- 
lich, und der ßerührungspunct ist für eine derselben 
eine Spitze. Wir setzen endlich voraus, dasz alle Curven 
des Büschels durch 0 gehen, und dieser Punct für C m eine 
Spitze bilde. Wir nehmen 0' auf der Rückkehrtangente und 
0" auf der Geraden, welche in 0 alle anderen Curven des Bü- 
schels berührt. Die Polaren von 0 gehen dann sämmtlich durch 
diesen Punct und berühren in ihm nach Nr. 71. die Tangente 
OO', aber eine von ihnen, nämlich die, weiche Cm entspricht, 
hat nach Nr. 72. in o ebenfalls eine Spitze mit der Rückkehr- 
tangente 00'. Die Polaren von o" gehen nach Nr. 70. eben- 
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falls sämmtlich durch O, und eine unter ihnen, die der Curve 
Cm entspricht, berührt nach Nr. 74c. in o die Gerade oo'. Un- 
ter den Polaren von O' geht endlich nur eine einzige, nämlich 
die, welche Cm entspricht, durch o, aber sie hat in o nach 
Nr. 78a. einen Doppelpunct. Folglich hat die durch die Pola- 
renbüschel von O und O" erzeugte Curve der 2(m— l)-ten Ord- 
nung nach Nr. 52«. in O einen Doppelpunct mit oo' und oo" 
als Tangenten, dagegen hat die durch die Polarenbüschel von 
O und O* erzeugte zweite Curve der 2(»i — l)-ten Ordnung nach 
Nr. 51c. in o eine Spitze mit der Rückkehrtangente oo*. Alles 
in Allem haben also die beiden so erhaltenen Curven in o ei- 
nen Doppelpunct uud die Tangente OO 4 gemein, das heiszt nach 
Nr. 32., in o sind fünf ihrer Durchscbnittspuncte vereinigt. 
Auszer dem Puncte o, in dem sich alle Polaren des ersten 
Büschels berühren, und den übrigen (m — l) 2 — 2 Basispuncten 
dieses Büschels bleiben also noch 3(m — l) 2 — 3 Durchscbnitts- 
puncte der beiden Curven 2(»t— l)-ter Ordnung übrig. Daher 
hat man den Satz: 

Lehrsatz XVIII. Ist o ein gemeinschaftlicher Punct 
sämmtlicher Curven eines Büschels und für eine dersel- 
ben eine Spit%e, so zählt er für drei der Doppelpuncte 
dieses Büschels. 

d. Die Curve von Steiner. Wenden wir den allge- 
meinen, am Anfange dieser Nummer bewiesenen Satz auf das 
in Nr. 77. betrachtete erste Polarenbüschel der Puncte einer 
Geraden an, alle Polaren auf dieselbe Curve der n-ten Ordnung 
C n beziehend, so haben wir den Satz: 

Lehrsatz XIX. Auf jeder Geraden gibt es 3(n— 2) 2 
Puncte, von denen jeder in Bezug auf eine gegebene Curve 
n-ter Ordnung zur ersten Polare eine Curve mit einem 
Doppelpunct hat. 

Nehmen wir nun noch auf den Satz in Nr. 78. Rücksicht, 
so läszt sich der letzte Satz auch so faszen: 

Lehrsatz XX. Der Ort der Pole der ersten Polaren, 
welche einen Doppelpunct besitzen, in Bezug auf eine Curve 
n-ter Ordnung, oder auch der Ort der Durchschnitlspuncte 
der Paare von Geraden, welche conische Polaren bilden, 
ist eine Curve der 3(n — 2) 2 -ten Ordnung. 
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Diesen Ort nennen wir die Curve von Steiner*) der 
Fundaroeotalcurve. 

e. Einflusz einer Spitze der Urundcurve auf die 
Curve von Steiner. Hat die Fundamentalem- ve in d eine 
Spitze, so ist nach Nr. 78 0. jeder Punct der Rückkehrtangente 
der Pol einer ersten Polare, die in d einen Doppelpunct besitzt. 
In diesem Falle ist also die Ruckkehrtangente ein Teil der 
Curve von Steiner. 

89. Weitere Eigenschaften der Doppelpuncte des 
Buscheis. Die gerade Polare eines Testen Punctes in Bezug 
auf die Curven eines Büschels gehen nach Nr. 84c. sämmtlich 
durch einen zweiten festen Punct. Betrachten wir nun eine 
Curve des Büschels, die in d einen Doppelpunct hat, so ist 
die gerade Polare dieses Punctes nach Nr. 72. unbestimmt, es 
müszen daher die geraden Polaren von d in Bezug auf sätnmt- 
liche übrige Curven des Büschels in eine einzige Gerade zu- 
sammenfallen, und darin liegt der Satz: 

Lehrsatz XXI. Jeder Doppelpunct der Curven eines 
Curvenbüschels hat für jede Curve des Büschels dieselbe 
gerade Polare. 

Hieraus folgt mit Bezug auf Nr. 86. : 

Lehrsatz XXII. Der Ort der Pole einer Geraden in 
Bezug auf sämmliche Curven eines Curvenbüschels der 
m-ten Ordnung ist eine Curve der 2(m—])-ten Ordnung 
und enthält sämmtliche S(m— l) a Doppelpuncte des Cur- 
venbüschels. 

Ebenso entsteht aus Nr. 87. : 

Lehrsatz XXIII. Der Ort der Puncte, welche in Be- 
zug auf eine gegebene Curve C n und auf die eimeinen 
Curven C m eines Curvenbüschels dieselbe gerade Polare 
haben, ist eine Curve der («+2»i-3)-/«» Ordnung, die 
ebenfalls durch sämmtliche 3(w — l) 2 Doppelpuncte des 



*) Nach dem Namen des groszen deutschen Geometers, der sie, soviel 
ich weisz, zuerst betrachtete. 
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Büschels geht. Auster diesen Puncten liegen auf der Curve 
der (n + l 2m — Z)~ten Ordnung alle Funde, in denen C n 
von irgend einer Curve Cm des Büschels berührt wird. 

Als speciellen Fall hat man hieraus: 

Lehrsatz XXIV. Wird eine Gerade von 2(m — 1) Cur- 
ven eines Curvenbüschels der m-ten Ordnung berührt, so 
liegen die 2(»i— 1) Berührungspuncte, sowie die 3(»i— I) 2 
Doppelpuncle des Büschels auf einer Curve der 2(w — 1)- 
ten Ordnung, dem Ort der Pole der gegebenen Geraden 
in Bezug auf die sämmt liehen Curven des Büschels. 

90. Ort der Berührungspuncte der Curven zweier 
Büschel. Von welcher Ordnung ist der Ort der Berührungs- 
puncte der Curven zweier Curveubüschel der m-ten und tt^-ten 
Ordnung? 

Zunächst ist es klar, dasz der gesuchte Ort durch sä mint 
liehe »i s + 7Ä! 2 Basispuncte der beiden Büschel gehen musz. 
Denn ist a ein Basispunct des ersten Büschels , so geht durch 
ihn eine Curve des zweiten Büschels. Zieht man nun die Tan- 
gente an diese Curve, so gibt es nach Nr. 46. eine Curve des 
ersten Büschels, welche diese Gerade in dem nämlichen Puncte 
berührt. Beachten wir nun noch, dasz jede Curve des ersten 
Büschels von den Curven des zweiten Büschels nach Nr. 87. in 
m{n + 2/»i — 3) Puncten berührt wird, so wird jede Curve des 
ersten Büschels auszer den m 2 Basispuncten noch m(m+2w l — 3) 
Puncte des gesuchten Ortes enthalten, das heiszt im Ganzen 
w(2m+2w 1 — 3). Der gesuchte Ort ist daher von der[2(m+»ij)— 3J- 
ten Ordnung. Er geht nicht nur durch die Basispuncte beider 
Büschel, sondern auch durch ihre 3(m— l) a -f 3(m£ — l) a Dop- 
pelpuncte (S.Nr. 88.), denn jeder dieser Puncte gilt für zwei 
Durchschnittspuncte der Curven des einen Büschels mit einer 
Curve des zweiten. Somit haben wir den Satz : 

Lehrsatz XXV. Die Berührungspuncte der Curven 
zweier Curvenbüschel von der m-ten und m v -ten Ordnung 
liegen auf einer Curve der [2(w + Wi) — Z\-ten Ordnung, 
welche durch die Basispuncte und die Doppelpuncle beider 
Büschel hindurchgeht. 

a. Die Curve von Hesse einer Fundamentalcurve. 
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Die beiden Curvenbüschel nehmen wir jetzt als erste Polaren- 
büschel für eine gegebene Curve C n n-ter Ordnung als Grund- 
curve an, und setzen also m = m x = n — 1. Die Basispuncte 
der beiden Büschel sind nach Nr. 77. die Polaren von zwei 
Geraden, sie liegen also nach Nr. 69a. alle auf der ersten Po- 
lare des Durchschnittspunctes dieser beiden Geraden. Beide 
Buschel haben daher in diesem Falle eine Curve gemein, die 
offenbar einen Teil des oben nachgewiesenen Ortes ausmacht. 
Sehen wir von derselben ab, so bleibt als Ort der Berührungs- 
punete der Curven des eiuen Büschels mit denen des anderen 
eine Curve der Ordnung 

4(n - 1 ) — 3 - (n - 1 ) = 3(*i - 2) 

übrig, die durch die Doppelpuncte der gegebenen Büschel geht. 
Diese Curve der 3(n — 2)-ten Ordnung bleibt dieselbe, wenn 
man für die beiden betrachteten Polarenbüschel andere derar- 
tige einführt. Denn, da alle erste Polaren, die durch einen 
gegebenen Punct gehen, nach Nr. 77a. noch (n— l) a — 1 gemein- 
schaftliche Puncte haben und ein Curvenbüschel bilden, so 
müszen, wenn sich zwei erste Polaren in diesem Puncte be- 
rühren, alle andern ebenfalls in ihm die Tangente gemein haben. 

Hieraus folgern wir, dasz der Ort der Berührungspuncte 
zweier erster Polaren die Doppelpuncte sämmtlicher erster Po- 
larenbüschel enthält und also mit Bezug auf Nr. 78. auch der 
Ort der Pole derjenigen conischen Polaren ist, welche sich in 
zwei Gerade auflosen, das heiszt, wir können den Satz aus- 
sprechen : 

Lehrsatz XXVI. Der Ort der Berührungspuncte der 
ersten Polaren in Bezug auf eine gegebene Curve n-ter 
Ordnung ist eine Curve der 3(» ~1)-ten Ordnung, die sich 
auch als Ort der Doppelpuncte der ersten Polaren, oder 
als Ort der Pole definieren läszt, deren conische Polaren 
ein Paar gerade Linien bilden. 

Dieser Curve geben wir den Namen Curve von Hesse 
der Fundamentalcurve, weil sie die geometrische Interpretation 
einer Covariante darstellt, welche Sylvester mit dem Na- 
men a He s sian (nach dem Namen ihres Entdeckers Hesse) 
belegt hat, nämlich die Determinante aus den zweiten partiellen 
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Differentialquotienten einer gegebenen homogenen Form dreier 
Variableu *). 

b. Andere Erklärung der Hesseschen Curve. Die 
Puncte, in denen sich die ersten Polaren zweier Puncte O und 
o' schneiden, sind nach Nr. 77. die Pole der Geraden 00'; die 
Berührungspuncte zweier erster Polaren bilden daher je zwei 
zusammenfallende Pole von oo\ Nennen wir nun für das Folgende 
die (n — 1)* Pole einer und derselben Geraden verbundene Pole 
(poli congiunti), so können wir auch sagen. 

Lehrsatz XX VII. Die Curve von Hesse ist der Ort 
der Pole, welche mit einem ihrer verbundenen Pole zusam- 
menfallen. 

c. Indicatricen eines Punctes. Nennen wir ferner In- 
dicatricen eines Punctes das System der beiden Tangenten, 
welche man von ihm aus au seine conische Polare legen kann, 
so entsteht folgende weitere Definition: 

Lehrsatz XXVIII. Die Fundame ntalcurre bildet mit 
der Hesseschen Curve zusammen den Ort der Puncte, de- 
ren Indicatricen sich auf eine einzige Gerade reducieren. 

91. Gemeinschaftliche Berührungspuncte der 
Curvcn dreier Büschel. In wieviel Puncten berühren sich 
die Curven dreier Curvenbüschel der tf^-ten, m^-ten, m 3 -ten 
Ordnung zu drei und drei? 

Die Berührungspuncte der Curven der ersten beiden Büschel 
zu zwei und zwei bilden nach Nr. 90. eine Curve der [2(«i! +»1^) 
— 3]-ten Ordnung, und dem analog bilden die Berührungspuncte 
der Curven des ersten und dritten Büschels zu zwei und zwei 
eine zweite Curve der [2(mj -f »13)— 3]- ten Ordnung. Diese 
beiden Curven haben nun die Basispuncte und die Doppel- 
punete des ersten Büschels gemein, das heiszt 0t 1 9 -|-3(jR| — I)* 



*) Sylvester, On a theory 0/ the syzygetic relations 0/ tote rational 

integral ßmetions. (Philosophical transactions , vol. 143, part 3, London, 
1853. p. 545.) 

Cremona, Ebene Curven. 9 
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Puncte, die mit der Aufgabe nichts zu tun haben, sie schneiden 
sich aber auszerdem noch in anderen 

[2(iiH + « i )-3J[2(« 1 +i^)-3]-[» l « + 3(« l -J)«] 
a= 4(1»! . m* -f . tn* + 1»3 . wii ) — 6(1»! + m* + »13 — I) 
Puncten, und dieses ist die gesuchte Zahl. 

a. Einhüllende der Tangenten in den Berührung*- 
puncten zweier Büschel. Ist m = 1, so entsteht: 

Lehrsatz XXIX. Die gemeinschaftlichen Tangenten 
der Puncte, in denen sich die Curven zweier Büschel der 
m x ~ten und m ± -len Ordnung berühren, werden von einer 
Curve der [4m l .m t — i 2(m l + m 2 )\-ten Classe umhüllt. 

b. Einhüllende der gemeinschaftlichen Tangen- 
ten der ersten Polaren einer Curve. Sind die Curven 
beider Büschel erste Polaren in Bezug auf dieselbe Curve Cm 
der n-ten Ordnung, das heiszt, ist m x — f» a = n — 1, so haben 
nach Nr. 90 a. die beiden Büschel eine Curve gemein, die von 
der (» — l)-ten Ordnung, also nach Nr. 70. von der (n—l)(fi— 2)- 
ten Classe ist. Diese Curve gehört nun offenbar zu der eben 
betrachteten Einhüllenden, und diese besteht demnach auszer- 
dem noch aus einer Curve der 3(»—l)(fi—2)-ten Classe. Damit 
ergibt sich der Satz: 

Lehrsatz XXX. Die gemeinschaftlichen Tangenten in 
den Berührung spunden der ersten Polaren in Bezug auf 
eine Curve n-ter Ordnung werden von einer Curve der 
3(»— l)(fi-2)-/<?» Classe umhüllt*). 



§. 15. 

Geometrische Hetze. 

92. Erklärung eines Netzes; die Hessesche Curve 
eines Netzes. Das vollständige System von Curven m-ter 



*) Steiner, a. a. 0., S. 4 — 6. 
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Ordnung, die |»(*-f 3)— 2 gemeinschaftlichen Bedingungen gc 
nügen, nennen wir ein geometrisches Ket* der m-ten Ordnung, 
wenn durch zwei weitere beliebig gewählte Puncte nur eine 
einzige Curve des Systems hindurchgeht, das heiszt, wenn die 
Curven des Systems, welche durch einen und denselben Punct 
gehen, ein Curvenbuschel bilden*). 

So bilden z. B. die ersten Polaren für eine gegebene Curve 
der n-ten Ordnung als Grundcurve nach Nr. 77 a., ein geome- 
trisches Netz der (it — l)-ten Ordnung, und es laszen sich auch 
viele Eigenschaften dieser Polaren ganz auf die nämliche Weise 
für ein beliebiges Netz beweisen. 

Nach Nr. 77a. bestimmen zwei Curvenbuschel »t-ter Ord- 
dnung, welche eine Curve gemein haben, oder drei Curven 
m-ter Ordnung, die nicht durch dieselben m 2 Puncte gehen, 
ein geometrisches Netz w-ter Ordnung. 

Der Ort der Puncte, in denen sich zwei Curven eines Netzes 
der m-ten Ordnung, also auch noch eine unbegrenzte Zahl an- 
dere, berühren, ist eine Curve der 3(wi — J)-ten Ordnung. Diese 
Curve, die man die Hessesche Curve des Netzes nennen kann, 
ist nach Nr. 90a. gleichzeitig der Ort der Doppelpuncte der 
Curven des Netzes. 

Die gemeinschaftlichen Tangenten in den Beriihrungspuncten 
der Curven des Netzes werden nach Nr. 91 b. von einer Curve 
der 3m(«t— l)-ten Hasse umhüllt. 

a. Einflusz eines allen Curven des Netzes ge- 
meinschaftlichen Puncte s. Angenommen, alle Curven eines 
Netzes hätten einen Punct a gemein, und es sei a' der zu a 
unendlich nahe Punct einer Geraden A y die durch a gezogen 
ist, so gehen eine unbegrenzte Zahl von Curven durch a', be- 
rühren also die Gerade A im Puncte a f und bilden in ihrer 
Gesammtheit ein Curvenbuschel. Ziehen wir nun eine zweite 
Gerade A x durch a, und ist in ihr a x der unendlich nahe Punct 
von a, so gibt es nur eine einzige Curve des Netzes, welche 
gleichzeitig durch a' und a x geht, die also in a einen Doppel- 
punet besitzt. Hieraus folgt: 



*) Mübin*, a. o. 0.. S. 266. — Steiner, a. a. 0.. S. 5. 

9* 
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Lehrsatz I. Haben die Curven eines Netzes sämmilich 
einen Punct gemein, so ist derselbe für eine dieser Cur- 
ven ein Doppelpunct, vnd diejenigen Curven, welche in die- 
sem Puncte dieselbe Gerade berühren, bilden ein Curven- 
büschel. 

b. Einflusz einer gemeinschaftlichen Tangente im 
gemein sch aftichen Puncte. Wir nehmen weiter an, es 
berührten alle Curven eines Netzes in einem und demselben 
Puncte a dieselbe Gerade T. Zieht man eine zweite beliebige 
Gerade A durch a, so existieren immer eine unbegrenzte Zahl 
von Curven des Netzes, die durch den zu a unendlich nahen 
Punct von A gehen, und die Gesammtheit dieser Curven bildet 
ein CurvenbOschel. Alle Curven dieses Büschels werden von T 
und von A in je zwei mit a zusammenfallenden Puncten geschnit- 
ten, dieser Punct ist daher für alle ein Doppelpunct, so dasz 
also das Büschel dasselbe bleibt, wenn man A sich um a dre- 
hen läszt. Unter den Curven dieses Büschels siud nach Nr. 48. 
zwei, für welche a ein Rückkehrpunct ist, und von diesen hat 
eine gleichzeitig die Gerade T zur Rückkehrtangente. Diese 
letzte Curve ist dadurch gegeben , dasz sie T in drei und A in 
zwei mit a zusammenfallenden Puncten schneiden musz. 



93. Die Jacobische Curve dreier Curven. Wir be- 
stimmen zunächst den Ort der Puncte, deren gerade Polaren in 
Bezug auf drei Curven C, C, C bezüglich von der m-ten, m'-tea, 
m"-ten Ordnung sich in einem Puncte schneiden, das heiszt 
mit andern Worten nach Nr. 69 a. den Ort der Puncte, in denen 
sich die ersten Polaren eines und desselben Punctes in Bezug 
auf die drei gegebenen Curven schneiden. Zu dem Ende ziehen 
wir durch einen beliebigen festen Punct o eine beliebige Trans- 
versale L und bestimmen die Puncte, in welchen sich je drei 
erste Polaren eines und desselben Punctes von L schneiden. 
Laszen wir dann diese Gerade L sich um o drehen, so erhal- 
ten wir auf diese Weise alle Puncte des gesuchten Ortes. 

Die ersten Polaren der Puncte von L in Bezug auf C und 
C bilden nun nach Nr. 77. zwei projectivische CurvenbOschel. 
Die entsprechenden Curven, das heiszt die Polaren eines und 
desselben Punctes von L, schneiden sich daher in den Puncten 
einer Curve K' der (m + m' — 2)-ten Ordnung, welche durch die 
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Basispuncte beider Büschel hindurchgeht. Die Basis des ersten 
Büschels erhalten wir dabei durch die (m — l) 2 Durchschnitts- 
puncte der ersten Polare von o in Bezug auf C mit einer be- 
liebigen andern ersten Polare eines Punctes von L in Bezug 
auf dieselbe Curve. 

Wir haben somit eine Curve fC bestimmt, die der Ort der 
Puncte ist« in welchen sich die zwei ersten Polaren eines be- 
liebigen Punctes von L in Bezug auf die Curven C und C 
schneiden. 

Jede Gerade L, die wir durch o ziehen, individualisiert eine 
solche Curve K', von allen diesen Curven geht aber nur eine 
einzige durch einen beliebigen Punct p. Denn sollen durch p 
die ersten Polaren für C und C als Grundcurven hindurchgehen, 
so ist der Pol derselben nach Nr. 60 a. der Durchschnittspunct 
p' der beiden geraden Polaren von p; p' bestimmt nun die Ge- 
rade L, die durch o geht, und diese Gerade endlich die Curve 
K'y welche durch p geht. Laszen wir also L sich um o drehen, 
so erzeugt nach Nr. 41. die Curve K' ein Curvenbüschel. 

Substituieren wir für die Curve C die dritte C", so erzeugt 
die Gerade L auf dieselbe Weise eine Curve K" der (f»+ro"-2)- 
ten Ordnung, welche durch dieselben (w — l) a Basispuncte des 
ersten Büschels geht, das schon zur Erzeugung der Curve K' 
diente. Durch Drehung von L um o entsteht nun ein entspre- 
chendes Curvenbüschel von Curven K". Die beiden Büschel, 
die durch K' und K" erzeugt werden, sind unter einander pro- 
jectivisch, da jedes derselben dem Stralenbüschel, das durch 
die durch o gelegten Geraden L entsteht, projectivisch ist, und 
folglich erzeugen beide Büschel bezüglich von der (m+m*— 2)- 
ten und (wi-f- m" — 2)-ten Ordnung nach Nr. 50. eine Curve der 
(Vm+m'+m" — 4)-ten Ordnung. Nun haben aber immer je zwei 
correspondierende Curven K* und K" (m — l) 2 Puncte gemein, 
die in einer festen Curve der (m — l)-ten Ordnung liegen, näm- 
lich auf der ersten Polare des Punctes o in Bezug auf C. Die 
übrigen 

(m + 2)(w + 1«"— 2) -{m- 1) 2 
ss mm'+m'm" + m"m—2(m + m' + m") +3 

gemeinschaftlichen Puncte der homologen Curven K 4 und K" 
erzeugen also nach Nr. 50a. eine Curve von der Ordnung 
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2m + m* + m" - 4 — (m — 1)* = *» -f f»' + m" - 3. 

Diese ist offenbar der gesuchte Ort. 

Diese Curve nennen wir im Folgenden die Curve von 
Jacobi für die drei gegebenen Curven*). 

Gehen die drei Curven durch denselben Punct a, so gehen 
die geraden Polaren dieses Punctes alle durch denselben; ha- 
ben also drei Curven C, C", C" allen dreien gemeinschaftliche 
Puncte, so sind diese auch Puncte ihrer Curve von Jacobi. 

Hat eine der drei Curven, z. B. C", einen Doppelpunct d, 
so ist nach Nr. 72. die gerade Polare dieses Punctes in Bezug 
auf C" unbestimmt, man kann dann also für sie die Gerade 
annehmen, welche d mit dem Durchschnittspunct der beiden 
geraden Polaren dieses Punctes in Bezug auf die beiden übri- 
gen Curven C und C verbindet. Daraus folgt dann, dasz die 
Jacobische Curve durch die Doppelpuncte der drei gegebenen 
Curven geht. 

94. Specielle Fälle der Jacobischen Curve. Neh- 
men wir m' = m", das heiszt also zwei der gegebenen Curven 
von derselben Ordnung an, so ändert sich die Curve von Ja- 
codi in diesem Falle nicht, wenn man an die Stelle der obigen 
Curven andere Curven des Büschels setzt, das sie zusammen 
bestimmen. Dies ist augenblicklich klar, da die Jacobische 
Curve der Ort der Puncte ist, durch welche drei erste Pola- 
ren für denselben Pol gehen, und da nach Nr. 84a. die ersten 
Polaren eines und desselben Poles in Bezug auf alle Curven 
eines Büschels ein neues Büschel bilden, und folglich alle durch 
dieselben Puncte gehen. 

In diesem Falle kann man die Jacobische Curve noch auf 
eine zweite Art definieren. Ist nämlich p ein Punct derselben, 
so gehen die drei ersten Polaren dieses Punctes in Bezug auf 
die drei gegebenen Curven durch denselben Punct p'\ p* ist 
aber der Punct, durch welchen nach Nr. 84 c. alle geraden Po- 
laren von p in Bezug auf alle Curven des Büschels {C'C") 
gehen, folglich ist die gerade Polare von p in Bezug auf C 

t 

*) Sylvester, a a. 0., p. 546. 
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auch die gerade Polare desselben Punctes in Bezog auf eine 
Curve des eben erwähnten Büschels. Man kann daher sagen: 
die Curve von Jacobi für die drei gegebenen Curven ist der 
Ort eines Punctes, der in Bezug auf C und in Bezug auf irgend 
eine der Curven des Büschels (C'C") dieselbe gerade Polare 
hat. Diesen Ort haben wir aber schon oben in Nr. 87. be- 
stimmt. 

95. Die Curve von Hesse für ein geometrisches 
Netz. Es sei jetzt m — th'—m" % das heiszt, es seien alle 
drei Curven von der nämlichen Ordnung. Zwei beliebigen von 
ihnen können wir nach Nr. 94. zwei andere Curven des von 
ihnen erzeugten Büschels substituieren, das heiszt, wir können 
fiir alle drei Curven drei beliebige Curven des von ihnen nach 
Nr. 92. bestimmten Netzes substituieren, wenn dieselben nur 
nicht ein und demselben Curvenbüschel angehören, ohne dasz 
die entsprechende Curve von Jacobi sich im Geringsten än- 
dert. Das gibt in Verbindung mit Nr. 93. den Satz: 

Lehrsatz II. Der Ort der Pole, deren gerade Polaren 
in Be%ug auf die Curven eines Nettes der m-ten Ordnung 
sämmtlich durch denselben Punct gehen, ist eine Curve der 
:l(m- 1 yten Ordnung und geht durch sämmtliche Doppel- 
punete der Curven des Xetzes. 

In unserem Falle ist daher nach Nr. 92. die Jacobische 
Curve mit der von Hesse für das Netz identisch, daraus haben 
wir also eine neue Definition der Curve von Hesse für ein 
geometrisches Netz. 

Wir wollen im Folgenden noch die beiden Fälle etwas näher 
untersuchen , dasz erstens die Curven des Netzes sich sämmt- 
lich in einem Puncte schneiden, und dasz sie zweitens sich in 
diesem Puncte sämmtlich berühren. Im ersten Falle ist es 
erlaubt, als eine der drei Curven, welche das Netz bestimmen, 
diejenige zu wählen, für welche nach Nr. 92a. der gegebene 
Punct ein Doppelpunct ist, und im zweiten diejenige Curve, 
für welche nach Nr. 026. der gegebene Punct eine- Spitze bil- 
det, und die gemeinschaftliche Tangente aller Curven die Rück« 
kehrtangente ist. 

96. Netz, dessen einzelne Curven durch densel- 
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hen P un et gehen. Es seien also zuerst drei Curven C, C\ 
C" von derselben Ordnung m gegeben. Sie haben einen Punct 
gemein, und derselbe sei für C" ein Doppelpunct. In ihn ver- 
legen wir den Pol o, von dem wir in Nr. 93. bei der allgemei- 
nen Untersuchung der Curve Jacobis Gebrauch machten. 

a. Bestimmung der Curven K 4 . Die ersten Polaren 
des Punctes O in Bezug auf C und C gehen durch diesen 
Punct selbst hindurch, folglich enthält nach Nr. 93. die Curve 
K* für jede Lage von L eben diesen Punct. 

Die Curve K', welche einer bestimmten Lage von L ent- 
spricht, bleibt unverändert, wenn man für C und C zwei belie- 
bige andere Curven des durch sie bestimmten Büschels substi- 
tuiert. Wir nehmen nun für C die Curve C°, welche in o die 
Gerade L berührt. Dann enthalten alle erste Polaren der Puncte 
von L in Bezug auf C° nach Nr. 70. den Punct 0. Durch o 
geht aber auch die erste Polare von o in Bezug auf C"; es 
ist daher nach Nr. 51a. die Tangente der Curve K' in o die- 
jenige Gerade, welche in diesem Puncte die erste Polare von 
O in Bezug auf C° berührt, das heiszt die Gerade L. Gehen 
also die beiden Curven derselben Ordnung C und C durch O, 
so geht auch K 4 durch o und berührt daselbst diejenige Gerade 
L, deten entsprechende Curve sie ist. 

ö. Bestimmung der Curve K'\ Da o für C" ein Dop- 
pelpunct ist, so gehen nach Nr. 74c. alle erste Polaren der 
Puncte von L in Bezug auf sie selbst als Grundcurve durch o 
und berühren in diesem Puncte ein und dieselbe Gerad L 4 , den 
conjugierten harmonischen Stral von L in Bezug auf die beiden 
Tangenten des Doppelpunctes von C". 

Nach Nr. 93. wird die Curve K" durch zwei projectivische 
Curvenbüschel erzeugt, das eine bestehend aus den ersten 
Polaren der Puncte von L in Bezug auf das zweite auf 
gleiche Weise aus den ersten Polaren derselben Puncte in 
Bezug auf C. Die Curven des ersten Büschels haben in o die- 
selbe Tangente L 4 , und der Curve des zweiten Büschels, welche 
durch 0 geht, das heiszt der ersten Polare von o in Bezug auf 
C, entspricht die erste Polare von 0 in Bezug auf C", das 
heiszt diejenige Curve des ersten Büschels, für welche o ein 
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Doppelpunct ist. Nach Nr. 57*. hat folglich fiir jede beliebige 
Lage der Geraden L die durch die beiden Büschel erzeugte 
Curve AT" in o einen Doppelpunct. Auszerdem ist nach Nr.57<f. 
in beiden Fällen, mag L eine der Tangenten im Doppelpuncte 
von C" sein, oder die Tangente von C im Puncte o, in wel- 
chem letztern Falle nach Nr. 52 a. auch die Curven des zweiten 
Büschels sämmtlich durch o gehen, in beiden Fällen also ist 
L eine der beiden Tangenten von K" im Doppelpuncte O. 

Folglich hat^die Curve AT", wenn C und C" einen gemein- 
schaftlichen Punct O haben, der für C" ein Doppelpunct ist, 
für jede beliebige Gerade L durch 0 in diesem Puncte einen 
Doppelpunct, und L ist jedesmal, sobald sie eine der beiden 
gegebenen Curven berührt, auch eine der beiden Tangenten 
von K" im Doppelpuncte. 

c. Bestimmung der durch K 4 und AT" erzeugten 
Curve. Wir haben somit gefunden, dasz in unserem Falle 
nach a. der Punct o allen Curven A" angehört, welche den 
Geraden L, die durch ihn gelegt werden können, entsprechen, 
und dasz er nach b. für alle Curven AT", die derselben Geraden 
entsprechen, ein Doppelpunct ist. Folglich ist nach Nr. 52. o 
für die nach Nr. 93. durch die beiden Curvenbüschel K' und AT" 
erzeugte Gesammtcurve der 4(»j— l)-ten Ordnung ein dreifacher 
Punct. Ein Teil dieser Gesammtcurve ist aber die erste Polare 
von o nach (7, und da diese einmal durch o geht, so ist dieser 
Punct für die übrigbleibende Curve der 3(m — l)-ten Ordnung, 
das heiszt für die Jacobische Curve, ein Doppelpunct. 

Die Gerade L ist uach a. Tangeute ihrer entsprechenden 
K\ also sind nach Nr. 52. die Tangenten der resultierenden 
Curve der 4(m-—I)-ten Ordnung im dreifachen Puncte o die- 
jenigen der Geraden L, welche auch ihre entsprechenden Cur- 
ven K" berühren. L berührt nun nach b. die AT", wenn sie 
Tangente von C oder von C" ist; es sind also die drei Tan- 
genten des dreifachen Punctes die Tangente von C und die 
beiden Tangenten von C". Von diesen ist die erste nach 
Nr. 71. die Tangente der ersten Polare von o in Bezug auf C, 
folglich sind die beiden übrigen die Tangenten der Curve von 
Jacobi im Puncte 0. 

d. Scblusz folgerung. Aus Allem folgern wir nun den Satz: 



Digitized by Google 



138 Zweite* (JapiteL [§.15. 

Lehrsatz III. Gehen die Curven eines Netzes sämmt- 
tich durch denselben Punct o, so besitzt die Curve von 
Hesse für das Nett, in o einen Doppelpunct und hat in 
demselben mit derjenigen Curve des Netzes die Tangenten 
gemein, für welche o ebenfalls ein Doppelpunct ist. 

97. Netz, deszen einzelne Curven »ich in dem- 
selben Puncte berühren. Wir gehen zur Untersuchung des 
Falles über, dasz der Punct o allen drei Curven C, C, C" ge- 
meinschaftlich ist, und fiSr die letzte derselben*eine Spitze bil- 
det, und dasz die Rückkehrtangente in o auch C und C berührt. 

a. Die Curven K'. Da die Curven C und C in o die- 
selbe Tangente haben, so können wir einer derselben die Curve 
des Buscheis {CC) substituieren, welche nach Nr. 47. in o einen 
Doppelpunct hat. Dieser Punct ist dann für K' nach Nr. 96*. 
ein Doppelpunct, welche Lage auch L haben mag. Fällt aber 
L mit der Tangente T zusammen, so ist sie jedesmal eine der 
beiden Tangenten im Doppelpuncte der entsprechenden Cur- 
ven K'. 

b. Die Curven K". Für C" ist O ein Rückkehrpunct 
Alle erste Polaren der Puncte von L in Bezug auf diese Curve 
gehen also nach Nr. 74a. durch o und berühren in diesem Puncte 
die Rückkehrtangente T. Unter ihnen ist aber eine, diejenige 
nämlich, welche dem Puncte 0 selbst entspricht, für welche 
dieser Punct eine Spitze ist, und T die Rückkehrtangente. 
Auszerdem geht die erste Polare von 0 für C als Fundamen - 
talcurve auch durch o und berührt in diesem Puncte T. Es 
hat daher für jede beliebige L die Curve K" in o eine Spitze 
mit der Rückkehrtangente T. 

Fällt aber L mit T zusammen, so haben nach Nr. 78 a. die 
ersten Polaren der Puncte von L in Bezug auf C" in o ei- 
nen Doppelpunct, und auszerdem gehen auch nach Nr. 70. die 
ersten Polaren von o in Bezug auf C einfach durch o. Dieje- 
nige Curve K" also, welche der mit T zusammenfallenden L 
entspricht, hat in o nach Nr. 52. einen dreifachen Punct. 

C. Die durch K 4 und K" erzeugte Curve. Es ist 
nach Alledem vollständig klar, dasz sämmtliche Curven K' in 
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o einen Doppelpunct haben, während ausserdem die Curven K" 
daselbst eine Spitze mit der gemeinschaftlichen Rückkehrtan- 
gente T besitzen. Daraus folgt nach Nr. 52., dasz 0 für die Ge- 
sammtcurve der 4(m— l)-ten Ordnung, welche durch die beiden 
Curvenbüschel der K' und K" erzeugt wird, ein vierfacher Punct 
ist, und dasz zwei der vier Zweige daselbst von T berührt 
werden. Die beiden andern Zweige werden in o nach Nr. 52a. 
von der Tangente derjenigen Curve K' berührt, welcher eine 
Curve K" entspricht, für die o ein dreifacher Punct ist. Nun 
entspricht die Curve K", für welche 0 ein dreifacher Punct ist, 
nach b. der Lage von L, in welcher diese mit T zusammenfällt, 
sie entspricht also nach a. genau der Curve K' deren einer 
Zweig in o von der Geraden T berührt wird; drei der vier 
Tangenten im vierfachen Puncte O der Gesammtcurve der 
4(m— l)-ten Ordnung fallen also mit T zusammen. 

Die Curve der 4(m — l)-ten Ordnung ist nun zusammen- 
gesetzt aus der Curve von Jacobi der drei gegebenen Curven 
und aus der ersten Polare von o in Bezug auf C Diese erste 
Polare geht einmal durch 0 und berührt daselbst T; die Curve 
von Jacobi geht daher dreimal durch o, und zwei ihrer Zweige 
berühren in diesem Puncte die Gerade T. 



d. Schluszfolgerung. Aus Allem folgert sich der Satz : 

LehrsatzIV. Die Curve von Hesse eines Curvennetoes, 
deszen Curven einen gemeinschaftlichen Punct o, und in 
demselben eine gemeinschaftliche Tangente T haben, hat 
drei Zweige, die durch o gehen, und von denen zwei in 
diesem Puncte von der Geraden T berührt werden. 



98. Ort der Puncte, in denen sich drei gerade 
Polaren dreier Curven für ein und denselben Pol 
schneiden. Es seien wieder drei Curven, C, C, C" gegeben, 
deren Ordnungszahlen bezüglich m, m', m" seien. Wir wollen 
die Ordnung des Ortes der Puncte bestimmen, in welchen sich 
je drei gerade Polaren desselben Poles für die drei gegebenen 
Curven schneiden. 

Ist L eine beliebige Gerade, i ein Punct derselben, und 
sollen durch i die geraden Polaren von C und C hindurch- 
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^ehcn, so musz der Pol o einer der (m - IX»'— 1) Durch- 
scbnittspuncte der ersten Polaren von i für diese beiden Curven 
sein. Soll nun durch i auch die erste Polare für C" als Grund- 
curve gehen, so liegt ihr Pol auf der geraden Polare von o in 
Bezug auf dieselbe Curve. Die geraden Polaren der (m— l)(m'— 1) 
Puncte o werden nun L in eben sovielen Poncten f schneiden. 

Es sei jetzt umgekehrt f ein beliebiger Punct von L. Soll 
durch ihn die gerade Polare für C" hindurchgehen, so rousz 
der Pol auf der ersten Polare von f in Bezug auf dieselbe 
Curve liegen. Diese erste Polare ist bekanntlich eine Curve 
K der (m" — l)-ten Ordnung. Die geraden Polaren der Puncte 
von K in Bezug auf C werden nun nach Nr. 81. von einer Curve 
der (m— l)(m" — l)-ten Classe umhüllt; ebenso die geraden 
Polaren der Puncte derselben Curve K in Bezug auf C von 
einer zweiten Curve der (m '— \)(m"— l)-ten Classe. Jeder Tan- 
gente der einen Curve entspricht eine solche der andern, wenn 
man nur diejenigen Tangenten als entsprechende wählt, welche 
Polaren eines und desselben Punctes von K für die bei- 
den Curven C und C sind. Nach Nr. 83«. bilden daher die 
Durchschnittspuncte der homologen Tangenten eine Curve der 
f(w — J)(m"— J) + (m'— l)(m"— i)]-ten Ordnung, welche natur- 
lich die Gerade L in eben sovielen Puncten i schneidet. 

Jedem Puncte i entsprechen daher (m — l)(m' — 1) Puncte 
i\ jedem Puncte f auszerdem (m— l)(f»"— 1) + (»!'— 1) 
Puncte i, es müszen daher in L 

(m—\)(m'— 1) + (m'~ l)(m" — l)-f (»"— l)(m- 1) 

homologe Puncte t und f zusammenfallen, und diese Zahl ist 
die gesuchte Ordnung des betrachteten Ortes. Diese Curve 
geht offenbar, wenn die drei Curven gemeinschaftliche Puncte 
besitzen, durch diese. 

a. Die Steinersche Curve für ein Netz. Sind die 
drei Curven von derselben Ordnung m, so kann man für sie 
drei beliebige Curven des Netzes, das durch sie bestimmt 
wird, substituieren, ohne dasz sich der oben betrachtete Ort im 
Geringsten verändert. In diesem Falle nennen wir denselben, 
der dann von der 3(m — l)Men Ordnung ist, der Nr. 88<f. ana- 
log, die Curve von 8 leiner für da» Net*. 
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b. Einhöllende der Verbindungsgeraden entspre- 
chender Puocte der Curven von Steiner und Hesse. 
Jeder Punct p der Curve von Hesse eines gegebenen Netzes 
der m-ten Ordnung ist der Pol von unendlich vielen geraden 
Polaren in Bezug auf die Curven des Netzes. Diese Geraden 
schneiden sich nach Nr. 95. alle in einem Puncto O der Curve 
von Steiner. Es entspricht daher jedem Puncte der Curve 
von Hesse ein Punct der Curve von Steiner, und umgekehrt. 
Die Geraden, welche diese entsprechenden Puncte verbinden, 
werden daher nach Nr. 83*. von einer dritten Curve der Gasse 

3(m— 1) + 3(»i— l) a = 3m(m - 1) 

umhüllt. Nun ist jede Gerade durch o eine Polare von p in 
Bezug auf eine Curve des Netzes; geht aber die gerade Polare 
durch den Pol, so liegt dieser auf der Fundamentalcurve selbst, 
und diese berührt in ihm die gerade Polare. Daraus folgt, dasz 
die Gerade op in p eine Curve des Netzes berührt; alle Cur- 
ven des Netzes aber, die durch p gehen, berühren sich in ihm 
nach Nr. 92., und ihre gemeinschaftliche Tangente ist daher op. 

§. 16. 

Die Formeln von Plttcker. 

99. Formel für die Classe und die Ordnung einer 
Curve. Wir bezeichnen im Folgenden durch: 

n die Ordnung, 
m die Classe, 

6 die Zahl der Doppelpuncte, 

x die Zahl der Rückkehrpuncte oder Spitzen , 

x die Zahl der Doppeltangenteu, 

i die Zahl der Wendepuncte oder Wendetangen tun 

einer beliebigen Fundamentalcurve C„. 

Nun ist bekanntlich m die Zahl der Tangenten, welche von 
einem beliebigen Puncte an die gegebene Curve gelegt werden 
können, es ist daher nach den Sätzen in Nr. 74c. oder in 
Nr. 87<f.: 
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(1) w = n(»-l)-2<5-3x, 

eine Formel, welche die Gasse einer Curve liefert, wenn die 
Ordnung und die Anzahl der Doppelpuncte und Spitzen be- 
kannt ist. 

Nach dem üualitätsprincip (m. s. Nr. 82.), musz die Ord- 
nung einer Curve aus einer Gleichung derselben Form erhalten 
werden, wenn man die Classe, die Zahl der Doppeltangenten 
und der Wendepuncte kennt, das heiszt, es ist: 

(2) n = w(ot-I)— 2t— 3t. 

100. Formeln für die Doppeltangenten und Wen- 
depuncte. Da jeder Punct der Grundcurve, deszen conische 
Polare das System zweier Geraden bildet, nach Nr. 80. ein 
Wendepunct oder ein Doppelpunct ist, so schneidet die Curve 
von Hesse, die nach Nr. 90a. der Ort der Puncte ist, deren 
conische Polaren aus dem System zweier Geraden besteben, 
die gegebene Curve in den Wendepuncten und in den viel- 
fachen Puncten. Da nun die Curve von Hesse von der Ord- 
nung 3(#i — 2) ist, so ist die Zahl der Wendepuncte einer Curve, 
vorausgesetzt, sie habe keine vielfachen Puncte, gleich 3n(n— 2)*). 

Es sei nun d ein Doppelpunct von Cn» dann gehen alle 
erste Polaren durch d und die Curve von Hesse des durch 
sie gebildeten Netzes, welche auch die Hessesche Curve der 
Curve Cn ist, (m. s. Nr. 90a. und Nr. 92.), geht zweimal durch 
d und hat hier nach Nr. 96rf. die beiden Tangenten mit der 
ersten Polare dieses Punctes selbst gemein, das heiszt nach 
Nr. 72., dieselben Tangenten wie die gegebene Curve. Der 
Punct d gilt also nach Nr. 32. für sechs Durchschnittspuocte 
der Curve von Hesse mit C». Durch jeden Doppelpunct ver- 
liert also die Curve sechs Wendepuncte. 

Es sei ferner d eine Spitze von C n und T die Rückkehr- 
tangente. In diesem Falle gehen alle erste Polaren von C n nach 
Nr. 74c. durch d und berühren in ihm die Gerade T. Die 
Hessesche Curve dagegen hat nach Nr. 97 rf. drei Zweige, die 

*) Plucker, System der analytischen] Geometrie, Berlin, Dmilcer and 
Humblot, 1835. S. 264. — Hesse, lieber die Wendepuncte der Curven dritter 
Ordnung. (CrelUs Journal T. 28. Berlin, Reimer, 1844. S. 104). 
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durch d gehen, und von denen zwei T berühren und zwar in d 
Daher gilt d für acht Durchschnittspuncte von Cn mit der Curve 
von Hesse. Durch jede Spitze gehen also der Curve acht 
Wendepuncte verloren*). 

Hat daher C n 8 Doppelpuncte und x Spitzen, so ist die 
Zahl der Wendepuncte durch die. Formel gegeben : 

(3) i = 3w(n— 2)-6d-8x. 

Nach dem Princip der Dualität hat daher eine Curve m-ter 
Classe mit t Doppeltangenten und t Wendetangenten 

(4) x = 3m{m—2) - 6t— 8* 

Rückkebrpuncte. 

Die so gefundenen vier Gleichungen gelten aber, da sie 
nicht vou einander unabhängig sind, nur für drei. Es ist näm- 
lich, wenn man Gleichung (1) mit drei multipliciert und von 
Gleichung (3) subtrahiert, 

(5) x—i = 3(n~m), 

und diese Gleichung läszt sich auch ebenso aus den Gleichun- 
gen (2) und (4) herleiten. 

Zwischen den sechs Gröszen n, m, 6, x, t, * existieren 
also drei unabhängige Gleichungen, so dasz man daher, wenn 
von ihnen drei gegeben sind, die übrigen bestimmen kann. So 
ergibt sich z. B., wenn n, ö% x gegeben sind, der Werth vou 
t, indem man m und i aus den Gleichungen ()), (2) und (3) eli- 
miniert. Man erhält dann: 

\ % = iW(W -2)(»*-9)-(2d+3x)(n*-ii~6) 
() i + 2ä(d-l) + fx(x-l) + 6d.x. 

Eine sehr brauchbare Formel erhält man noch durch Sub- 
traction der Gleichungen (2) und (1) und nachherige Elimination 
von x—i mittelst (5). Dies gibt nämlich: 

(7) 2(5— r) = (»— + 1»— 9). 



*) Cayley, Recherche* sur ? Elimination et sur la thtori« de* courbes. 
{Grelles Journal, T. 34. Berlin, Reimer, 1847. S. 43). 
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Die obigen wichtigen Relationen zwischen der Ordnung, 
der Gasse und den Singularitäten einer ebenen Curven sind 
von P lücker entdeckt*). 

•101. Weitere Relationen zwischen der Ordnung, 
der Classe und den Singularitäten einer Curve. Soll 
eine Curve einen Doppelpunct haben, ohne dasz dieser gegeben 
ist, so gilt das für eine Bedingung. Zu diesem Zwecke genügt 
es nämlich, dasz drei erste Polaren, die nicht zu demselben 
Büschel gehören, einen gemeinschaftlichen Punct haben. Soll 
aber die Curve einen Stillstandspunct haben, ohne dasz der- 
selbe gegeben ist, das heiszt also, sollen drei erste Polaren, 
die nicht zu demselben Büschel gehören, sich in einem Puncte 
berühren, so ist das soviel als %wei Bedingungen. Hat daher 
eine Curve n-ter Ordnung d Doppelpuncte und x Spitzen, so 
ist sie nach Nr. 34. durch |»(» + 3) — d — 2x Bedingungen be- 
stimmt. Dero Princip der Dualität nach bestimmen folglich eine 
Curve der m-ten Gasse, die t Doppeltangenten und t Wende- 
tangenten besitzen soll, Jm(#fi+3)— z— 2t Bedingungen. 

Laszen wir nun die Zahlen n, m, d, x, r, t sich auf die- 
selbe Curve beziehen, so musz die Gleichung bestehen: 

(8) Wfi + 3)-3-2x = \m{m + 3) - % - 2*. 

Diese Formel, die sich auch aus den Formeln (1) — (7) ableiten 
liesze, kann aber auch, wenn sie wie hier a priori abgeleitet 
wird, dazu dienen, um mit zwei beliebigen der Gleichungen 
(1)— (7) zusammen, die sämmtlichen andern aufzustellen**). 

102. Charakteristik einer Curve einer beliebigen 
Ordnung ohne vielfache Puncto. Wir werden, von hier 
unsern Ausgang nehmend, im Folgenden die Eigenschaften einer 
Curve n-ter Ordnung untersuchen, die wir in genügender All- 
gemeinheit unter allen derselben Ordnung in der Art auswählen, 
dasz dieselbe, so lange wir keine andern Bestimmungen treffen, 
von der n(n— l)-ten Classe sei, keinen vielfachen Punct be- 



*) Theorie der algebraischen Curven, S. 2 1 1 . 
**) Salm Ott. Higher plane curves, p. 92. 
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sitze , dagegen 3»(n — 2) Wendepuncte und \n(n — 2)(n*— 9) 
Doppeltangcnten. 

Die ersten Polaren dieser Curve bilden ein Netz der (n— 1)- 
ten Ordnung, die Hessesche Curve dieses Netzes berührt C n 
ir^ ihren 3n(» — 2) Wendepuncten; die Curve von Steiner für 
das Netz (Nr. 98a.)» die nach Nr. SSd. auch die Steinersehe 
Curve von Cn ist, hat die Ordnungszahl 3(n — 2) 2 . 

§. 17. 

Die Curve, welche eine Polare erzeugt, wenn sich 
der Pol nach bestimmtem Gesetze bewegt. 

103. Ordnung und Singularitäten der Einhüllen- 
den der geraden Polaren der Puncte einer gegebenen 
Curve. Wenn ein Punct, als Pol in Bezug auf die Funda- 
mentalcurve C n aufgefaszt, sich auf einer zweiten Curve C m der 
m-ten Ordnung bewegt, so werden die geraden Polaren von 
einer Curve K umhüllt, von der wir schon in Nr. 81. fanden, 
dasz sie von der m(n — l)-ten Classe sei. Die Tangenten, 
welche von einem beliebigen Puncte o sich an die Curve K 
legen laszen, sind die geraden Polaren der m(n — 1) Puncte, in 
denen Cm von der ersten Polare von o in Bezug auf C n ge- 
schnitten wird. 

a. Ordnung und Singularitäten der Curve K. Ist 
o so gewählt, dasz seine erste Polare Tangente von C m wird, 
so fallen zwei der geraden Polaren durch o in eine zusammen, 
und es ist also o nach Nr. 30. ein Punct der Curve K> die sich 
daher als Ort der Pole auffaszen läszt, deren erste Polaren Cm 
berühren. Diese Eigenschaft gibt das Mittel, die Ordnung von 
K zu finden, das heiszt, die Zahl der Durchschnittspuncte einer 
beliebigen Geraden L mit K. Die ersten Polaren der Puncte 
von L bilden nämlich nach Nr. 77. ein Curveubüschel, und es 
sind also nach Nr. 87c, sobald wir annehmen, Cm habe d Dop- 
pelpuncte und x Spitzen, in L m(m+'2n — 5) — (2ö-f 3x) Puncte, 
deren erste Polaren C m berühren, das heiszt, die Ordnungs- 
zahl von K ist gleich 

m(m + 2»-ö)-(2ä + 3x). 

Cremona, Ebene Curvcn. 10 
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Es ist augenblicklich klar, dasz die Wendetangenten von K 
die geraden Polaren der Ruckkehrpuncte von C m sind. K hat 
daher x Wendepuncte. 

Da wir jetzt die Gasse, die Ordnung und die Zahl der 
Wendepuncte von K kennen , so flnden wir mittelst der in ü>n 
Nrn. 99. uod 100. entwickelten Formeln von Plücker, dasz 
dieselbe auszerdeni 

i\m(m + 2» -5) - (2d+3x) | a -w(5m + 6« - 21) + 10<5 + V* 

Doppelpuncte, 

3m(w + n— 4)— (ßd + Sx) 

Spitzen und 

\m(n-2)(mn— 3) + <J 
Doppeltangenten besitzt. 

b. Uebertragung des Gefundenen auf ein Curven- 
netz. Nun ist es klar, dasz jeder Doppelpunct von K der Pol 
einer ersten Polare ist, welche C m in zwei verschiedenen Pun- 
cten berührt; dasz ferner ebenso jede Spitze von K eine erste 
Polare hat, welche mit Cm eine dreipunctige Berührung ein- 
geht, und dasz jede Doppeltangente von K, als gerade Polare 
betrachtet, entweder zwei verschiedene Pole auf C m hat, oder 
zwei in einen Doppelpunct von Cm vereinigte Pole. 

Da nun die Eigenschaften des Systems der ersten Polaren 
in Bezug auf C n sich auf ein beliebiges Curvennetz ausdehnen 
laszen, so erhalten wir aus dem Vorhergehenden die Sätze: 

Lehrsatz I. Die Zahl der Curven eines Netoes der 
(n—})~ten Ordnung, welche eine gegebene Curve m-ter 
Ordnung, die ö Doppelpuncte und % Spitzen besitzt, in zwei 
Puncten berühren, ist gleich: 

i(m(m+2n— 5)-(2d+3x)}*— «i(5m+6n— 21) + lOd— Y*. 

Lehrsatz II. Die Zahl der Curven dieses Netzes aber t 
die mit der Curve m-ter Ordnung eine dreipunctige Be- 
rührung eingehen, ist gleich: 

3m(m + n— 4) — (6d + 8x) •). 



*) Bischoff, a. a. 0. S. 174 — 176. 
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c. Zahl der Puncto einer Curve, deren erste Po- 
laren die Curve selbst berühren. Jeder Punct von AT ist 
der Pol einer ersten Polare, die C m berührt, so dasz, wenn 
man die Durchschnittspuncte von K und C m betrachtet, sich 
der Satz ergibt: 

Lehrsatz III. In einer Curve C m der m-ten Ordnung 
mit 6 Doppelpuncten und % Spitzen gibt es wi*(m + 2n— 5) 
— »i(:M — 3jc) Puncte, deren erste Polaren in Bezug auf C n 
die Curre C m berühren. 

Ist m = I , so entsteht hieraus : 

Lehrsatz IV. In einer beliebigen Geraden gibt es 
*2(w — 2) Puncte, deren erste Polaren in Bezug auf die Fun- 
dament alcurve C n die gegebene Gerade selbst berühren. 

Ist die Gerade eine Tangente von Cm, so fallen zwei dieser 
w 2(n — 2) Pole mit dem Berührungspuncte zusammen, es gibt 
folglich in einer Tangente von C n noch 2(n — 3) Puncte, für 
welche die erste Polaren nach C n die Tangente selbst berühren. 

d. Die Curve Cm und C n sind dieselben. Fällt in 
obiger Untersuchung die Curve C m mit Cn zusammen, so besteht 
die Curve K offenbar aus C% selbst und aus deren Wendetangen- 
ten, so dasz ein jeder Punct der Curve und der Tangenten nach 
Nr. 71. und Nr. 80. ein Pol einer ersten Polare ist, welche die 
Fundamentalcurve berührt. In diesem Falle sind die Doppel« 
puncte von K die Durchschnittspuncte der Wendetangenten mit 
der Curve Cn; die Spitzen von K werden durch die Wendepuncte 
von Cn, jeden zweimal gezählt, dargestellt und die Doppeltan- 
genten von AT sind die Doppel- und Wendetangenten von C n . 

Die Doppelpuncte von K sind nach b. die Pole von eben 
sovielen ersten Polaren, welche die Grundcurve zweimal berüh- 
ren. Ins Besondere berührt nach Nr. 80., wenn q ein Durch- 
schnittspunct zweier Wendetangenten derselben ist, die erste 
Polare von o die Curve Cn in den beiden entsprechenden Wen- 
depuncten, und ist o der Durchsclinittspunct von C n und einer 
Wendetangente, so berührt die eiste Pulare von 0 nach Nr. 71. 
C n in 0 und nach Nr. 80. im Berührungspuncte der Tangente. 
Es gibt daher 3w(n— 2)(n— 3) erste Polaren, welche Cn zwei- 
mal berühren, und deren Pole auf Cn selbst liegen, und 

10* 
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|»(»~ 2){3#i(» — 2) — 1} erste Polaren, die ebenfalls zweimal C n 
berühren, deren Pole aber auszerhalb Cn liegen. 

e. Die (n — l)-te Polare von C m . Die Curve K, das 
heiszt die Einhüllende der (n — l)-ten Polaren der Puncte von 
C m , heiszt die (n— \)-te Polare von C m *). 

Setzen wir m=l, so ergibt sich, dasz die (n-l)-te Po- 
lare einer Geraden R, das heiszt die Einhüllende der geraden 
Polaren der Puncte von R, oder auch der Ort der Pole der 
ersten Polaren, die R berühren, eine Curve der (» — l)-ten 
Classe und der 2(n— 2)-ten Ordnung ist mit 3(n— 3) Spitzen, 
2(»— 3)(»— 4) Doppelpuncten und i(n-2)(n— 3) Doppeltan- 
genten. Das gibt den Satz: 

Lehrsatz V. Es gibt in Bezug auf eine gegebene Grund- 
curve immer 3(w - 2) erste Polaren, ßr welche eine gege- 
bene Gerade R eine Wendetangente, 2(n-3)(»— 4) erste 
Polaren, ßr welche R eine Doppeltangente ist, und ausser- 
dem 2)(n— 3) Gerade, deren jede %wei Pole auf R hat. 

• 

f. Doppelte Definition der ersten Polare eines 
Punctes. Geht die (»-— l)-te Polare der Geraden R durch 
einen gegebenen Punct O, so ist dieser der Pol einer ersten 
Polare, welche nach b. R berührt. Folglich wird, wenn die 
( n — l)-te Polare sich ändert, indem sie sich um den festen 
Punct 0 dreht, die Gerade R von der ersten Polare von o um- 
hüllt. Wir haben somit zwei Definitionen der ersten Polare 
eines Punctes: 

Lehrsatz VI. Die erste Polare eines Punctes o ist der 
Ort der Pole, deren (n—\)-te Polaren sich in o schneiden, 
und auch die Einhüllende der Geraden, deren (n — \)-te 
Polaren durch o gehen, 

104. Einhüllende der Polaren derselben Ordnung 
der Puncte einer gegebenen Curve. Es bewege sich ein 
Pol p auf einer Curve Cm der m-ten Ordnung, die 5 Doppel* 



*) Es ist also für das Folgende sehr wol zwischen Polare eines Punctes 
und Polare einer Curve zu unterscheiden. 
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puncte und x Spitzen hat Von welchem Index ist dann die 
Reihe (deren Definition wir in Nr. 34. gaben), welche durch die 
r-ten Polaren von p in Bezug auf die Fundamentalcurve C n ge- 
bildet wird, und von welcher Beschaffenheit ist ihre Einhüllende? 

a. Index der Reihe der r-ten Polaren. Geht die 
r-te Polare von p durch den Punct o, so liegt nach Nr. 69 a. 
der Pol auf der (n — r)-ten Polare von 0, das heiszt, er ist einer 
der r.m Durchschnittspuncte dieser Polaren mit der gegebenen 
Curve Cm. Durch o gehen afso r.m r-te Polaren von Puncten, 
die auf Cm liegen, das heiszt, die r-ten Polaren der Puncte 
von Cm bilden eine Reibe vom Index r.m. 

b. Die (»— r)-te Polare berührt C m . Beröhrt die 
(» — r)-te Polare von o die Curve C m in einem Puncte, so fallen 
in o zwei r-te Polaren zusammen, und o ist ein Punct der Ein- 
hüllenden der Curven der oben gegebenen Reihe. Daraus flieszt 
der Satz: 

Lehrsatz VII. Die Einhüllende der r-ten Polaren der 
Puncte einer Curve Cm ist gleichzeitig der Ort der Pole 
der (n—r)-ten Polaren, welche die Curve C m berühren. 

c. Ordnungszahl der Einhüllenden der r-ten Po- 
laren; r-te Polare einer Curve. Welches ist die Ordnung 
dieses Ortes? oder wieviel Puncte liegen auf einer beliebigen 
Transversale L, deren (n— r)-te Polaren eine gegebene Curve 
Cm berühren? 

Die (n-r)-ten Polaren der Puncte der Geraden L bilden 
nach a. eine Reibe der r-ten Ordnung vom Index (n — r). Nach 
Nr. 87c. berühren daher (n— r){m(m-r 2r-3) — (2^+3x){ von 
ihnen die Curve Cm. Dies gibt den Satz: 

Lehrsatz VIII. Die Einhüllende der r-ten Polaren der 
Puncte einer Curve der m-ten Ordnung mit <5 Doppelpun- 
cten und x Spitzen ist eine Curve der Ordnung 

(n—r)[m(m + 2r- 3)— (<2Ö + 3x)}. 

Diese Curve nennt man die r-te Polare der gegebenen 
Curve Cm in Bezug auf die gegebene Fundamentalcurve C% *). 

*) Steiner, a. a. 0. S. 2— 3. Man beacbto auch die letate Anmerkung. 
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d. Die erjste Polare einer Curve von bestimmter 
Classe. Setzt man r = 1 und bezeichnet die Ciasse der Curve 
Cm durch m\ das heiszt, setzt man 

m' = m{m - 1) — (2i + 3x) , 

so hat man nach Nr. 99. den Satz : 

Lehrsatz IX. Die erste Polare einer Curve der m'-ten 
Classe, das heiszt der Ort der Pole der Geraden, welche 
sie berühren, ist eine Curve Vier m'(n—\)-ten Ordnung. 

Diese Curve enthält die Puncte, in welchen die Funda- 
mentalcurve von den Tangenten berührt wird, welche sie mit 
der Curve der wi'-ten Classe gemein hat. 

Für m' = 1 kommen wir auf die in Nr. 103/1 gegebene De- 
finition der ersten Polaren eines Punctes zurück. 

e. r-te Polaren einer Geraden. Setzen wir m=l, 
so entsteht: 

Lehrsatz X. Die r-te Polare einer Geraden ist eine 
Curve der 2(r—1)(n—r)-ten Ordnung. Die erste Polare 
einer Geraden ist also von der nullten Ordnung. 

Die letztere besteht nach Nr. 77. wirklich nur aus den (n — 1)* 
Polen der gegebenen Geraden. 

Für r = ii — 1 erhalten »vir das schon oben in Nr. 103«. 
gefundene Resultat wieder. 

f. Methode, die Ordnung gewiszer Einhüllender 
zu bestimmen. Die Ordnung der r-ten Polare einer Geraden 
R kann man auch direct auf folgende Weise bestimmen. Wir 
betrachten nämlich zu diesem Zwecke diese Curve als Ort der 
Durchschoittspuncte zweier unmittelbar folgender Curven der 
Reihe vom Index r und der (n — r)-ten Ordnung, welche nach 
Nr. 34. die r-ten Polaren der Puncte von R bestimmen. 

Ist a ein beliebiger Punct von R, so liegen die Pole der 
r-ten Polaren, welche durch a gehen, auf der (n— r)-ten Po- 
are von a, die R in r Puncten af schneidet. Nehmen wir um- 
gekehrt einen beliebigen Punct a' auf R, so schneidet seine r-te 
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Polare diese Gerade in n — r Puncten a. Beziehen wir daher 
die Puncte a and a* auf denselben Anfang o, mp besteht unter 
den Abschnitten oa' eine Gleichung des r-ten Grades, und unter 
den Abschnitten oa eine solche des (» — r)-ten Grades. Der 
Punct a liegt nun auf der gesuchten Curve, sobald zwei der 
r durch ihn gelegten r-ten Polaren zusammenfallen. Die Be- 
dingungsgleichung, dasz die obenerwähnte Gleichung für oaf 
zwei gleiche Werte hat, ist aber für die Coefficienten vom Grade 
2(r-I), und die für oa folglich vom Grade 2(r— l)(n-r). Die 
Gerade R hat also mit dem gesuchten Orte 2(r— — r) 
Puncte gemein und die Einhüllende der r-ten Polaren der 
Puncte einer Geraden ist daher eine Curve der 2(r— l)(n— r)- 
ten Ordnung. 

Dieselbe Betrachtung kann man in vielen Fällen zur Be- 
stimmung der Ordnung einer Curve, welche die Curven einer 
Reihe einhüllt, anwenden. Ist z. B. die Reihe von der r-ten 
Ordnung und vom Index und man kann eine Punctreihe con- 
struieren, welche ihr projectivisch ist, derart, dasz zwischen 
den Curven der Reihe und den Puncten der Geraden eine Be- 
ziehung besteht, nach der jeder Curve nur ein Punct der Gera- 
den entspricht und umgekehrt, so ist die Einhüllende von der 
2(r — l)*-ten Ordnung. Für * = 1 entsteht so der Satz: 

Lehrsatz XI. Entspricht der Reihe der Tangenten 
einer Curve der r-ten Classe eine projectivische Punctreihe, 
so ist die Ordnung der Curve einfach 2(r— -1). 

g. Doppelte Definition der Polare eines Punctes. 
Geht die (n— r)-te Polare einer Geraden durch einen gegebenen 
Punct o, so ist dieser nach b. der Pol einer r-ten Polare, 
welche diese Polare berührt. Folglich gilt der Satz: 

Lehrsatz XII. Die r-te Polare eines Punctes o, oder 
auch der Ort der Puncte, deren (n — r)-te Polaren durch 
o gehen, ist auch die Einhüllende der Geraden, deren 
(n — r)-te Polaren den Punct o enthalten. 

Wir haben somit sowol die Polaren der Puncte, als die 
der Curven auf doppelte Weise definiert, sowol als Orte, als 
als Einhüllende, und gerade in dieser doppelten Definition 
scheint das Geheimnisz der so groszen Fruchtbarkeit der Theorie 
der Polaren zu liegen. 
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h. Sätze über Polaren von Curven. In o berühre 
die r-te Polare /einer Curve C eioe zweite Curve C. Nun be- 
rührt diese Polare in o eine r-te Polare eines Punctes o' von 
C, und umgekehrt wird nach ö. die Curve C in ©' von der 
(n — r)-ten Polare von O berührt. Aber die r-te Polare von o* 
berührt in o auch C, so dasz endlich die (n — r)-te Polare von 
0 in o' die (n — r)-te Polare von C berühren wird. Das gibt 
den Satz : 

Lehrsatz XII L Berührt die r-te Polare einer Curve 
C eine zweite Curve C, so berührt umgekehrt die (n—r)~te 
Polare von C die erste Curve C. 

f. Sätze über Polaren von Curven. Fortsetzung. 
Eine Gerade R sei die (r— l)-te Polare eines Punctes o in 
Bezug auf die (n—r) te Polare eines andern Punctes o', oder, 
was dasselbe ist — m. s. Nr. 69 c. — , die (»— r)-te Polare von 
o' in Bezug auf die (r— l)-te Polare von o. Laszen wir R sich 
bewegen, und von einer Curve C umhüllt werden, so ist der Ort 
des Punctes 0, wenn wir o' als fest annehmen, nach d. die erste 
Polare von C in Bezug auf die (n— r)-te Polare von o'; bleibt 
umgekehrt o fest, während R die Curve C umhüllt, so ist der 
Ort von 0' die erste Polare von C in Bezug auf die (n — r)-te 
Polare von O. Folglich gilt der Satz: 

Lehrsatz XIV. Geht die erste Polare einer Curve C 
in Bezug auf die (r—\)-te Polare eines Punctes o durch 
o'y so geht die erste Polare von Cin Bezug auf die (n — r)- 
le Polare von o' durch o und umgekehrt. 

105. Ort der verbundenen Pole eines beweglichen 
Poles. Die (n-l)-te Polare einer Curve C m der m-ten Ord- 
nung ist nach Nr. 81. eine Curve K der l)-ten Gasse. 
Dem entsprechend Ist nach Nr. 104 d. die ersten Polare von 
K eine Curve der m(n— l)Men Ordnung. Diese Curve schlieszt 
auch die gegebene C m mit in sich ein, und es ist folglich K 
nicht nur die Einhüllende der geraden Polaren von Cm, sondern 
auch nach Nr. 103 a. der Ort der Pole der ersten Polaren, 
welche C m berühren. Durchläuft also ein Punct o eine Curve 
Cm, so beschreiben die andern (»— l) 2 — 1 Pole der geraden 
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Polare von o eine Curve der m(n— 1)* — ro = «»(» - 2)-ten 
Ordnung. 

Zn diesem Resultate gelangen wir auch, bei der Lösung 
der Aufgabe: Wenn ein Punct o sich auf einer beliebigen 
Curve bewegt, welche Curve beschreiben dann die übrigen 
Pole der geraden Polare von 0? 

Wir nehmen zuerst als die gegebene Curve eine Gerade R 
an, und untersuchen, in wieviel Puncten dieselbe den gesuchten 
Ort schneidet. Nach Nr. 103«. gibt es 2)(« — 3) Gerade, 

deren jede zwei Pole auf R hat, folglich sind die (n— 2)(n— 3) 
Pole dieser Geraden ebenso viele Puncte des gesuchten Ortes. 
Bedenken wir nun noch, dasz nach Nr. 90 0. in jedem Puncte 
der Curve von Hesse zwei Pole ein und derselben Geraden 
zusammenfallen, dasz also die 3(n— 2) Durchschnittspuncte der 
Curve von Hesse mit R auch dem gesuchten Orte angehören, 
so übersehen wir augenblicklich, dasz der gesuchte Ort 
(n-2)(fi — 3)+3(n— 2) Puncte mit R gemein hat, das heiszt, 
derselbe ist von der »(» — 2)-ten Ordnung. 

Ist nun ferner statt der Geraden eine beliebige Curve C m 
gegeben, so müszen wir untersuchen, wie oft eine Gerade einen 
Pol auf C m und gleichzeitig einen solchen auf einer beliebigen 
Geraden R hat. Die verbundenen Pole der Puncte von R lie- 
gen nun aber, wie wir vor Kurzem nachgewiesen, alle auf einer 
Curve der n(n — 2)-ten Ordnung, welche C m in m.n(n — 2) Pun- 
cten schneidet. Es gibt also m.n(n — 2) Puncte auf Cm* deren 
jeder einen verbundenen Pol auf R hat, und daraus folgt: 

Lehrsatz XV. Beschreibt ein Pol eine Curve m-ler 
Ordnung, so ist der Ort der ihm verbundenen Pole von 
der m.n(n—2)-ten Ordnung. 

106. Ort der Durchschnittspuncte der ersten uaA 
zweiten Polare eines sich bewegenden Punctes. Wir 
laszen sich einen Pol auf einer Curve C m der m-ten Ordnung 
bewegen und untersuchen den Ort der Durchschnittspuncte der 
ersten und zweiten Polaren des beweglichen Poles in Bezug 
auf die Grundcurve C%. Gebt durch den Punct i einer Geraden 
R eine erste Polare, so liegt der Pol derselben auf der geraden 
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Polare von i> die natürlich Cm in #1 Puncten schneidet, deren 
zweite Polaren die Gerade R in m(n — 2) Puncten i' treffen. 

Nimmt man umgekehrt einen beliebigen Punct f von R, 
durch den eine zweite Polare von i gehen soll, so liegt der 
Pol derselben auf der coniscben Polare von i' und diese be- 
rührt C m in m Puncten. Die ersten Polaren dieser Puncte be- 
stimmen nun auf R 2n(n — 1) weitere Puncte i. Jedem Puncte 
i entsprechen demnach m(n — 2) Puncte i', und jedem Puncte 
V ebenso 2m{n— 1) Puncte t. Es gibt deshalb in R nach Nr. 88. 

m(n - 2) + 2w(» — 1) ~ «t(3» — 4) 

Puncte f, von denen jeder mit dem entsprechenden Puncte t' 
zusammenfallt. Der Ort ist folglich eine Curve U der wi(3n— 4)- 
ten Ordnung. Offenbar berührt dieselbe Cm »n den n.m Durch- 
schnittspuncten von C m und C n , so dasz also in diesen Puncten 
nach Nr. 71. die ersten und zweiten Polaren sich untereinander 
und die Curve Cm berühren. 

Da auszerdem durch einen Wendepunct der Grundcurve 
nach Nr. 80. jede erste Polare eines beliebigen Punctes der 
betreffenden Wendetangente geht, so rausz die Curve U so oft 
durch einen Wendepunct C n gehen, als es gemeinschaftliche 
Puncte von C n und der Wendetangente gibt. U geht deshalb 
m-mal durch jeden der 3n(n— 2) Wendepuncte von C»*). 

a. Die Curve C m fällt mit Cn zusammen. Fällt C m 
mit C n zusammen, so enthält V offenbar zweimal die Funda- 
mentalcurve. Sehen wir von dieser ab, so bleibt eine Curve 
der 3«(n— 2)-ten Ordnung übrig, für welche die Wendepuncte 
von C n (« — 2)-fache Puncte sind. Durchläuft also ein Pol die 
Grundcurve, so erzeugen die {n— l)(n-2)— 2 Puncte in denen 
sich die erste und zweite Polare schneiden, eine Curve der 
der 3#i(n— 2)-ten Ordnung die (n— 2) Zweige hat, welche durch 
jeden Wendepunct von Cn geben, und von denen einer mit Cn 
eine dreipunctige Berührung eingeht. Dies ist sogleich klar, 
wenn man beachtet, dasz jede Wendetangente der Grundcurve 



*) Clebsck, Ueber eine Classe von Eliminationsproblemen und über einige 
Puncte der Theorie der Polaren. (Crelle- Borchard's Journal, T. 58. 
Berlin, Reimer, 1861, T. 279). 
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n — 1 Puncte mit dieser gemein hat, nämlich den Wendepunct 
und ii — 3 einfache Durchschnittspuncte. 

b. Ort der Durchschnittspuncte der r-ten und 
Ä-ten Polaren eines Punctes. Analog beweist man, dasz, 
wenn der Pöl eine Curve C m beschreibt, die Durchschnitts- 
puncte der r-ten und tf-ten Polaren eine Curve der [m.n{r-\- s) 
— '2j».r.*]-ten Ordnung erzeugen, welche die Grundcurve in 
den Durchscbnittspuncten derselben mit C m berührt. Es ist 
dabei bemerkenswert!), dasz die Zahl m.n(r-\-s) — 2m.r.g sich 
nicht ändert, wenn man »—rund»—* für r und s substituiert. 

j. 18. 

Anwendung auf Curven zweiter Ordnung. 

107. Pol und Polare der Kegelschnitte. Nimmt man 
in den soeben auseinandergesetzten Theoremen » = 2, so fol- 
gen sehr interessante Resultate für die Theorie der Kegel- 
schnitte. 

In der Ebene der Curve C% der zweiten Ordnung sei ein 
Pol o angenommen, dann ist nach Nr. 68. der Ort der conjugier- 
ten harmonischen Puncte von o in Bezug auf die Durchschnitts- 
puncte der Curve mit einer durch o gelegten, um diesen Punct 
sich drehenden Geraden die gerade Polare von o. Geht die 
Polare von 0 durch einen zweiten Punct o\ so geht nach Nr. 69a. 
umgekehrt die Polare von o' durch o. Alle Gerade, welche 
durch einen Punct o gehen, haben daher ihre Pole auf der 
geraden Polare von o, und es sind umgekehrt die Puncte einer 
beliebigen Geraden die Pole von Geraden, die sich im Pole 
der gegebenen Geraden schneiden. 

Es hat also jeder Punct nur eine bestimmte gerade Polare 
und umgekehrt jede Gerade nur einen einzigen Pol. Daraus 
folgt : 

Lehrsatz I. Die Puncte einer Geraden bilden eine pro- 
jectivische Punctreihe des von ihren respectiven Polaren 
gebildeten Stralenbüschels ; 

und hieraus weiter: 
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Lehrsatz II. Das Doppelt er hält nisi von vier Geraden 
die sich in einem Puncte schneiden, ist gleich dem Dop- 
pelverhältnisz der vier Pole dieser Geraden*). 

Nach Nr. 70. schneidet die Polare eines Punctes o den 
Fundamentalkegelschnitt in den Puncten, in welchen dieser 
von Geraden die durch o gehen, berührt wird. 

Betrachten wir den Fundamentalkegelschnitt als eine Curve 
zweiter Classe, so folgt, wenn wir durch einen beliebigen 
Punct einer gegebenen Geraden die beiden Tangenten der Curve 
ziehen, dasz der zu der gegebenen Geraden in Bezug auf die 
beiden Tangenten zugeordnete harmonische Stral nach Nr. 82. 
durch einen festen Punct geht, nämlich durch den Pol der ge- 
gebenen Geraden. 

Zwei Figuren, deren eine die Pole und Polaren der Gera- 
den und Puncte der andern enthält, heiszen polarisch reciprok. 
Auf die wenigen Principien, die wir soeben auseinandersetzten, 
gründet sich die berühmte Methode von Poncelet**), mittelst 
welcher man vou den Eigenschaften der einen Figur zu denen 
der andern Figur übergeht. 

108. Conjugierte Pole und Polaren. 



Zwei Puncte o und o', von denen 
jeder auf der Polare des andern liegt, 
heiszen conjugierte Pole. Die unbe- 
grenzte Zahl von Paaren conjugier- 
ter Pole, welche auf einer Geraden 
liegen, bilden eine quadratische Invo- 
lution, deren zweifache Puncte die 
Durchschnittspunctc des Kegelschnit- 
tes mit der Transversale sind. Folg- 
lich sind die Puncte des Fundamen- 
talkegelschnittes sich selbst conjugiert. 



Die Polaren zweier conjugierter 
Pole, das heiszt zwei Gerade, von 
denen jede durch den Pol der andern 
geht, heiszen conjugierte Polaren. Die 
unbegrenzte Zahl conjugierter Pola- 
ren, die alle durch denselben Punct 
gehen, bilden eine quadratische Invo- 
lution, deren Doppelstralen die Tan- 
genten des Fundamen talkegelschnitts 
sind, die man durch den gegebenen 
Punct an denselben legen kann. Folg- 
lich sind diese Tangenten sich selbst 
conjugierte Polaren. 



*) Chasles. Memoire de g€omitrie sur deux principe* gintraux de la 

science etc. (Me'moires couronnes par l'Academic R. de Bruxelles, 1 11, 1837, 
p. 582). 

**) Poncelet, Traüä des propritteS projectives des ßgures, Paris, 1822. 
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a. Conjugierte Dreiecke und Dreiseite. 



Zwei conjugierte Pole und der Pol 
der Geraden, welche dieselben verbin- 
det, bestimmen ein Dreieck, in dem 
jede Seite die Polare des Gegenschei- 
tels ist. Das so bestimmte Dreieck 
heiszt dem gegebenen Kegelschnitte 
conjugiert. 



Zwei conjugierte Polaren und die 
Polare ihres Durchschnittspunctes bil- 
den ein Dreiseit, in welchem jeder 
Scheitel der Pol der Gegenseite ist. 
Dieses Dreiseit heiszt dem gegebenen 
Kegelschnitt conjugiert. 



b. Eigenschaften des einem Kegelschnitte ein- 
geschriebenen Vierecks und des demselben umge- 
schriebenen Vierseits. 



Zieht mau durch den Punctp zwei 
Transversalen, welche einen Kegel- 
schnitt in den vier Puncten b, c; a, d 
schneiden, und sind g, r die Durch- 
schnittspunetc der Gei adenpaare(ca,M) 
und (ab, cd), so ist qr die Polare von 
p, und es ist also im Dreieck pqr 
jeder Scheitel der Pol der Gegenseite. 
Dies ist eine unmittelbare Folge aus 
den in Nr. 5. auseinandergesetzten Ei- 
genschaften des vollständigen Vier- 
ecks abed. Daraus ergibt sich: 

Lehrsatz III. Alle einem voll- 
ständigen Viereck umgeschriebenen Ke- 
gelsclinitte sind dem Dreieck, welches 
durch die drei Diagonalpuncte gebildet 
wird, conjugiert. 



Zieht man durch zwei Puncto ei- 
ner Geraden P vier Tangenten B, C; 
A, D an einen gegebenen Kegelschnitt 
und sind Q und R die Geraden, wel- 
che durch die Punctepaare (C-A, B'D) 
und (A'B, OD) gehen, so ist der Punct 
Q'R der Pol der Geraden P, und es 
ist also im Dreiseit PQR jede Seite 
die Polare des Gegcnscheitels. Dies 
ist eine unmittelbare Folge aus den 
in Nr. 5. auseinandergesetzten Eigen- 
schaften des vollständigen Vierseits 
AB CD. Daraus ergibt sich: 

Lehrsatz IIP. Alle einem Vier- 
seit eingeschriebenen Kegelschnitte sind 
dem von den drei Diagonalen gebilde- 
ten Dreiseite conjugiert. 



c. Gemeinschaftliche conjugierte Dreiecke oder 
Dreiseite zweier Kegelschnitte. Nach Nr. 89. ist im 
Allgemeinen ein Punct, der in Bezug auf zwei Curven eines 
Büschels dieselbe gerade Polare hat, für eine Curve des Bü- 
schels ein Doppelpunct, das heiszt, zwei Kegelschnitte können 
auszer dem Dreieck, deszen Scheitel die drei Doppelpuncte 



p. 122. — Memoire sur la thiorie des 
T. 4. Berlin, Reimer 1829. S. 1). 
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des Büschels sind, das durch sie bestimmt wird, kein weiteres 
gemeinschaftliches conjugiertes Dreieck haben. Es sind daher 
die Diagonalpuncte des vollständigen Vierecks, das durch die 
gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte zweier Kegelschnitte 
gebildet wird, und die Diagonalen des vollständigen Vierseits, 
das durch die gemeinschaftlichen Tangenten dieser Kegel- 
schnitte entsteht, bezüglich die Scheitel und die Seiten des 
einzigen Dreiecks, das beiden Curven gleichzeitig conjugiert ist. 

d. Besonderer Fall des Satzes von Pascal. Der 
Satz von Pascal in Nr. 45c. für ein einem Kegelschnitt ein- 
geschriebenes Sechseck liefert, wenn man den zweiten Eck- 
punct dem ersten unendlich nahe nimmt, und ebenso den fünften 
unendlich nahe dem vierten, die folgende Beziehung zwischen 
vier Puncten eines Kegelschnittes und den Tangenten in zwei 
derselben : 

Lehrsatz IV. Ist ein Viereck einem Kegelschnitte ein- 
geschrieben, so schneiden sich die Tangenten durch zwei 
der Eckpuncte auf der Verbindungsgeraden zweier Diago- 
nalpuncte, s 

Hieraus schlieszt man leicht, das die Diagonalen des aus 
vier Tangenten eines Kegelschnittes gebildeten Vherseits die 
Seiten des Dreiecks sind, deszen Scheitel die Diagonalpuncte 
des durch die vier Berührungspuncte gebildeten Vierecka^sind. 

e. Netz zweiter Ordnung. Sind von einem vollstän- 
digen Vierecke abcd die drei Diagonalpuncte p, q, r und>£in 
Scheitel a gegeben, so ist dasselbe nur auf eine einzige Weilte 
bestimmbar. Es ist nämlich der Scheitel b der zu a in Bezuges, 
auf die Puncte zugeordnete harmonische Punct, in denen pq i 
und pr die Gerade ar schneiden; u. s. w. Folglich bilden die 7 
Kegelschnitte, welche durch denselben Punct a gehen, und V 
demselben Dreieck pqr conjugiert sind, ein Curvenbüschel und 
wir haben daher nach Nr. 92. : 

Lehrsatz V. Die Gesammtheit der Kegelschnitte, die 
einem gegebenen Dreiecke conjugiert sind, bildet ein Netz, 

f. Netz zweiter Ordnung. Fortsetzung. Die Cur- 
ven dieses Büschels, welche einen gegebenen Abschnitt 00* 
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harmonisch teilen, bilden ein Curvenbtischel. Ist nämlich i ein 
beliebiger Punct, so haben alle Regelschnitte, die durch i gehen, 
drei weitere Puncte gemein, das heiszt nach Nr. 49. schneiden 
sie die Gerade 00' in Punctepaaren, die in Involution stehen. 
Nach Nr. 25 a. aber bilden die Punctepaare, welche 00' harmo- 
nisch teilen, ebenfalls eine Involution und die beiden Involutio- 
nen haben ein Paar conjugierter Puncte gemein; durch i geht 
also nur ein einziger Kegelschnitt des Netzes, der den gegebe- 
nen Bedingungen Genüge leistet, w. z. b. w. Mit andern Wor- 
ten, das Netz enthält ein Kegelschnittsbüschel, für deszen 
einzelne Curven die Puncte 0 und o' coojugierte Pole bilden. 

Zwei Büschel eines Netzes haben immer eine Curve ge- 
mein. Sucht man daher den Kegelschnitt des Netzes, für 
welchen 0 sowol zu o' als zu o" conjugiert ist, oder, was das- 
selbe ist, für welchen O die Polare o'O" hat, so iSszt die Auf- 
gabe nur eine einzige Auflösung zu, das heiszt, es gibt nur 
einen Kegelschnitt, in Bezug auf den ein gegebenes Dreieck 
conjugiert ist, und ein gegebener Punct der Pol einer gegebe- 
nen Geraden. 

g. Bedingung, unter der zwei Dreiecke demsel- 
ben Kegelschnitte conjugiert sind. Es seien pqr und 
p'q'r' zwei dem Fundamentalkegelschnitte conjugierte Dreiecke; 
9 und t die Puncte, in denen die Geraden p'q' und p'r' die 
Gerade qr schneiden; und /' die Puncte, in denen q'r' von 
pq und pr geschnitten wird. Offenbar sind dann die Polaren 
der Puncte q, r, s, t die Geraden p(r, q, r', q*) , welche q'r' 
in den Puncten r', q' schneiden. Das System dieser vier 

Geraden und das ihrer vier Pole hat nach Nr. 107. dasselbe 
anharmonische Verhältnisz, das heiszt es ist 

(qrst) = {l's'r'q') y 

also auch nach Nr. 1. 

(qrst) = (#rtff), 

das heiszt, die vier Geraden pq, pr, p'q', p'r* schneiden die 
Geraden qr und q'r' in zwei Systemen von vier Puncten, die 
dasselbe Doppelverh&ltnisz haben. Die sechs Seiten der bei- 
den gegebenen Dreiecke bilden daher nach Nr. 60. ein Sechs- 
seit von Brianchon. Auszerdem haben aber die beiden 
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Büschel von je vier Geraden p'(q, r, q*, r') und p(q, r, q' t r') 
ebenfalls dasselbe anharmonische Verhältnisz, so dasz nach 
Nr. 59. die sechs Scheitel der eben benutzten Dreiecke ein 
Sechseck von Pascal*) bilden. Daraus folgt: 

Lehrsatz VI. Sind zwei Dreiecke einem Kegelschnitte 
umgeschrieben, so sind sie auch einem zweiten Kegel- 
schnitte eingeschrieben, und umgekehrt. 

Lehrsatz VII. Damit zwei Dreiecke demselben Kegel- 
schnitte conjugiert sind, ist notwendig aber auch hinrei- 
chend, dasz sie einem andern Kegelschnitte umgeschrieben, 
oder einem dritten Kegelschnitte eingeschrieben sind. 

Diese Eigenschaft kann man auch dahin aussprechen, dasz 
ein Kegelschnitt, der fünf von den sechs Seiten zweier einem 
gegebenen Kegelschnitt conjugierter Dreiecke berührt, auch 
die sechste berührt, und dasz der Kegelschnitt, welcher durch 
fünf der Scheitel dieser Dreiecke geht, auch durch den sechsten 
beschrieben ist. Hieraus folgert sich: 



Lehrsatz VHI. Berührt ein 
Kegelschnitt die Seiten eines einem zwei- 
ten Kegelschnitt conjugierten Dreiecks, 
so sind eine unbegrenzte Zahl anderer 
diesem letzteren conjugierter Dreiecke 
dem ersten Kegelschnitte umgeschrieben, 
das heiszt, die Tangenten, welche vom 
Pole einer jeden Tangente des ersten 
Kegelschnittes in Bezug auf den zwei- 
ten an beide Kegelschnitte gelegt wer- 
den können, bilden ein harmonisches 
Stralenbüschel. 



Lehrsatz VHP. Geht ein Ke- 
gelschnitt durch die Scheitel eines einem 
zweiten Kegelschnitte conjugierten Drei- 
ecks, so ist er noch einer unbegränzten 
Zahl anderer dem letzten Kegelschnitte 
conjugierter Dreiecke umgeschrieben, das 
heiszt, jeder Punct des ersten Kegel- 
schnitts ist in Bezug auf den zweiten 
der Pol einer 

den Curven in vier harmonischen Fun- 



109. Lehrsatz von Hesse. Die einem Viereck abcd 
umgeschriebenen Kegelschnitte werden nach Nr. 49. von einer 
belfebigeti Transversale in Punctepaaren geschnitten, die eine 



♦) Steiner, Systematische Entwickelung der Abhängigkeit geometrischer 
Gestalten von einander. Berlin 1832, S. 308. (Aufg. 46). — Chasles, 
Memoire sur les lignes conjointes dans les coniques. (Journal de M. Liou- 
ville aoüt 1838, p. 396). 
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Involution bilden. Unter diesen Kegelschnitten sind drei, die 
aus einem Paar gerader Linien bestehen; so dasz also die 
Paare von Gegenseiten (bc, ad), (ca, bd) {ab, cd) des Vierecks 
die Transversale in sechs Puncteu a', a x ; b', b l ; c', c x schnei- 
den, die in Involution stehen*). Werden umgekehrt die Seiten 
eines Dreiecks abc von einer Transversale in den Puncten a', 
b\ c' geschnitten, und sind diese Puncte mit den Puncten a lt 
b x , c x derselben Transversale in Involution, so schneiden sich 
die Geraden aa x , bb x , cc x in demselben Puncte d. 

Es sei nun ein Dreieck abc gegeben, deszen Seiten bc, 
ca, ab eine Transversale bezüglich in den Puncten a', b', c' 
schneiden ; auszerdem sei ein Kegelschnitt gegeben, für welchen 
die Puncte a l3 b lf c lt die in derselben Transversale liegen, 
die respect. conjugierten Pole von a', b', c' sind. Unter diesen 
Bedingungen sind nach Nr. 108. die Punctepaare a', a x \ b', b x ; 
c\ Ci in Involution und die Geraden aa lt bb x , cc x gehen folg- 
lich durch denselben Punct d. Setzen wir nun noch voraus, 
dasz a und b die respectiven conjugierten Pole von a' und b' 
sind, so sind aa x und bb x bezüglich die Polaren der Puncte a' 
und b', so dasz dann d der Pol der Transversale ist. Die Po- 
lare von c' ist daher auch cc x , und die Puncte c und c' sind 
ebenfalls conjugierte Pole. Wir haben somit den Satz: 

Lehrsatz IX. Bilden die Endpuncte zweier Diagonalen 
aa' und bb 1 eines vollständigen Vier seit» in Bezug auf ei- 
nen gegebenen Kegelschnitt zwei Paare conjugierter Pole, 
so sind auch die Endpuncte der dritten Diagonale cc' con- 
jugierte Pole ßr denselben Kegelschnitt**), 



*) Fallen die Puncto a, b, c, d paarweise zusammen, das heiszt, be- 
rühren sich die Kegelschnitte des Büschels in zwei Puncten a und c. so 
reducicren sich die beiden Paare von Gegenseiten des Vierecks auf die Be- 
rührungssehne nc, als das System zweier zusammenfallender Geraden be- 
trachtet. Das dritte Paar Gegenseiten wird durch die den beiden gegebenen 
Kegelschnitten gemeinschaftlichen Tangenten gebildet. Folglich bestimmen, 
wenn ein Kegelschnitt und zwei seiner Tangenten von einer Transversale 
geschnitten werden, die vier Durcbschnittspunctc eine quadratischen Involu- 
tion, deren einer Doppelpunct auf der Berührungsschnc liegt. 

**) Hesse, De octo punetis intersectionis trium superjicierwn secundi 
ordinis. (üissertatio pro venia legendi). Regiomonti , 1840, p. 17. 

Cremona, Ebene Curven. 11 
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110. Reciproke Polaren. Durchläuft ein Pol eine ge- 
gebene Curve C m der m-ten Ordnung, die ö Doppelpuncte und 
x Spitzen hat, so hüllt die gerade Polare in Bezug auf den 
Fundamentalkegelschnitt C 2 eine zweite Curve der m-ten Classe 
mit 6 Doppeltangenten und x Wendepuncten ein, die nach 
Nr. 103. auch der Ort der Pole der Tangenten von C m ist. 
Diese beiden Curven heiszen reciproke Polaren. 

a. Fälle, wenn die Fundamentalcurve aus zwei 
Geraden oder zwei Puncten besteht. 



Ist die Fundamentalcurve C' a das 
System zweier Geraden, die sich im 
Puncte i schneiden, so geht die Po- 
lare jedes beliebigen Punctes o durch 
t, und sie ist nach Nr. 73 6. der con- 
jugierte harmonische Stral von oi in 
Bezug auf das Stralenpaar, aus denen 
der Fundamentalkegclschnitt besteht. 
Die Polare des Punctes i selbst ist 
aber nach Nr. 72. unbestimmt, das 
heiszt, jede beliebige Gerade der 
Ebene kann als Polaro von t ange- 
sehen werden. Hieraus folgt, dasz 
jede Gerade, die durch i geht, eine 
unbegrenzte Zahl Pole hat, die alle 
in einer zweiten Geraden liegen, die 
gleichfalls durch i geht, während eine 
Gerade, die nicht durch t gezogen 
ist, nur diesen einzigen Punct als Pol 
hat*). 

Ist daher eine Curve der r-ten 
Classe gegeben, als Einhallende von 
geraden Linien betrachtet, so ist ihre 
reciproke Polare, das heiszt der Ort 



Ist die Fundamentalcurve C 2 , als 
Einhüllende zweiter Classe angesehen, 
ein Punctepaar o, o', so liegt der 
Pol einer jeden Geraden R auf der 
Geraden oo', und der Abschnitt oo' 
wird durch den Pol und die Polare 
harmonisch geteilt. Der Pol der 
Geraden oo' aber ist unbestimmt, das 
heiszt, jeder Punct der Ebene kann 
als Pol dieser Geraden angenommen 
werden. Jeder Punct der Geraden 
oo' selbst hat also eine unbegrenzte 
Zahl Polaren, die sich alle in einem 
zweiten Puncte derselben Geraden 
schneiden, wahrend ein beliebiger 
auszerhalb oo' gelegener Punct nur 
diese eine Gerade oo' selbst zur Po- 
lare hat. 



Ist daher eine Curve r-ter Ordnung 
gegeben, so ist ihre reciproke Polare, 
das heiszt die Einhüllende der Polaren 
ihrer Puncte, das System von r Pun- 



*) Ist der Kegelschnitt ein System zweier zusammenfallender Geraden, 
so stellt diese die Polare eines beliebigen Punctes der Ebene vor. Es ist 
klar, dasz in diesem Falle jede Gerade in der Ebene den Kegelschnitt in 
zwei zusammenfallenden Pnnctcn schneidet. Analoges laszt sich von einem 
Kegelschnitt, als Einhüllende betrachtet, sagen, welcher aus dem System 
zweier zusammenfallender Puncte besteht. 
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der Pole ihrer Tangenten, das System 
von r Geraden, die dureb t gehen, 
und die der Reihe nach die conju- 
gierten harmonischen Stralen der r 
Tangenten sind, die man von i an 
die gegebene Corve in Bezug auf die 
beiden Geraden, aus denen C 2 be- 
stellt, legen kann. 



cton, die sämmtlich mit o und o' in 
gerader Linie liegen und in Bezug 
auf diese beiden Puncte die conjugier- 
ten harmonischen Puncte der Durch- 
schnittspunete der gegebenen Curve 
mit der Geraden oo' sind. 



b. Curve von Hesse eines Netzes zweiter O r d - 
dnurig. Unter Annahme der links stehenden Voraussetzung 
ist augenblicklich klar, dasz t der Scheitel eines jeden conju- 
gierten Dreiseits sein wird, und dasz zwei Seiten dieses Drei- 
seits mit den beiden Geraden, aus denen die Fundamentalcurve 
besteht, ein harmonisches Stralenbüschel bilden. Ist umgekehrt 
ein gegebenes Dreiseit einem Kegelschnitte conjugiert, der aus 
dem System zweier Geraden besteht, so müszen diese sich in 
einem der Eckpuncte schneiden und mit zwei Seiten dieses 
Dreiseits ein harmonisches Stralenbüschel bilden; speciell wird 
eine jede Seite des Dreiseits, als das System zweier zusam- 
menfallender Geraden betrachtet, einen dem Dreiseit conjugier- 
ten Kegelschnitt darstellen. Die drei Geraden, welche das Drei- 
seit bilden, enthalten folglich sämmtliche Doppelpuncte der 
Kegelschnitte, welche diesem Dreiseit conjugiert sind, und es 
gilt daher nach Nr. 92. und Nr. 108c. der Satz: 

Lehrsatz X. Die Curve von Hesse eines Nettes, das 
durch die einem gegebenen Dreiseit conjvgierten Kegel- 
schnitte gebildet wird, ist dieses Dreiseit selbst. 

III. Recipr oke conische Polaren. Dem allgemeinen 
Theorem in Nr. 110. geraäsz ist die reeiproke Polare eines 
Kegelschnittes K in Bezug auf einen andern Kegelschnitt C 2 
ein dritter Kegelschnitt Ä'. Die beiden Curven K und K' haben 
dabei die Beziehung unter einander, dasz die Tangenten eines 
jeden von ihnen die Polaren der Puncte der andern in Be- 
zug auf C 2 als Fundamentalcurve sind. In den vier Puncten, 
welche die Grundcurve C 2 mit K gemein hat, wird sie von den 
vier Tangenten, die sie mit K' gemein hat, beröhrt, und es 
sind somit nach Nr. 108rf. die drei Kegelschnitte C 2 , K und K' 
ein und demselben Dreiecke conjugiert. 
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a. Fortsetzung. Ist R die Polare des Punctes r in Be- 
zug auf Ky und sind r' und ff bezüglich der Pol und die Po- 
lare von R und r in Bezug auf C 2 , so musz offenbar T* der 
Pol von ff in Bezug auf K sein. 

b. Einem Viereck oder Vierseit um- oder einge- 
schriebene reciproke conische Polaren. Die gemein- 
schaftlichen Durchschnittspuncte der beiden Curven K und IC 
sind in Bezug auf C 2 die Pole der gemeinschaftlichen Tangen- 
ten derselben Kegelschnitte. Hieraus folgert sich, dasz, wenn 
mehrere Kegelschnitte ein und demselben Viereck umgeschrie- 
ben sind, ihre reciproken Polaren ein und demselben Vierseit 
eingeschrieben sein werden, und da die ersten Kegelschnitte 
von einer beliebigen Transversale in Punctepaaren, die in In- 
volution stehen, geschnitten werden, so stehen auch die Stra- 
lenpaare, die man von einem beliebigen Puncte an die einem 
Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte legen kann, in Invo- 
lution. 

c. Zahl der Kegelschnitte, für welche zwei ge- 
gebene Kegelschnitte reciproke Polaren darstellen. 
Sind die beiden Kegelschnitte K und K' a priori gegeben, schnei- 
den sich dieselben in den Puncten a, b, c, d und haben sie 
die gemeinschaftlichen Tangenten A, B, C, D, so musz der Ke- 
gelschnitt, in Bezug auf den K und K' reciproke Polaren vor- 
stellen, nach Nr. 111. dem Dreiecke conjugiert sein, das durch 
die Diagonalpuncte des Vierecks abcd und durch die Diagona- 
len des Vierseits ABCD gebildet wird (m. s. Nr. 108c). Um 
diesen Kegelschnitt vollständig zu bestimmen, genügt es nach 
Nr. 108 f. die Bedingung hinzuzufügen, dasz der Punct a in Be- 
zug auf ihn der Pol einer der vier Geraden A, B, C, D sei. 
Hieraus folgt: 

Lehrsatz XI. Es gibt stets vier Kegelschnitte, in Bezug 
auf welche zwei gegebene Kegelschnitte reciproke Polaren 
darstellen, 

d. Dreiecke die einem Kegelschnitte conjugiert 
und einem zweiten ein- oder umgeschrieben sind. 
Es seien zwei Kegelschnitte K und K' gegeben, von denen der 
erste einem dem zweiten conjugierten Dreiecke pqr umgeschrie- 
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ben sei. Ist C 2 ein Kegelschnitt, in Bezug auf welchen die 
gegebenen reciproke Polaren vorstellen, und sind die Geraden 
P, Q, R die Polaren der Puncte p, q, r in Bezug auf C 2 , so 
wird das Dreiseit PQR dem Kegelschnitt K' umgeschrieben sein. 
Das Dreieck pqr ist aber dem Kegelschnitt K* conjugiert vor- 
ausgesetzt, und es musz folglich nach a. das Dreiseit PQR 
dem Kegelschnitte K conjugiert sein. Das gibt auch : 

Lehrsatz XII. Ist ein Kegelschnitt einem Dreieck um- 
geschrieben, das einem zweiten Kegelschnitte conjugiert 
ist, so ist gleichzeitig dieser zweite Kegelschnitt einem dem 
ersten Kegelschnitt conjugierten Dreiseit eingeschrieben, 
und umgekehrt*). 

Nehmen wir noch Rücksicht auf den doppelten Ausdruck 
des Satzes in Nr. 108 so haben wir: 

Lehrsatz XIII. Ist ein Kegelschnitt einem Dreiseit ein- 
geschrieben, das einem zweiten Kegelschnitte conjugiert 
ist, oder auch einem diesem Kegelschnitte conjugierten 
Dreieck umgeschrieben, so ist die reciproke Polare des 
zweiten Kegelschnittes in Bezug auf den ersten die Ein- 
hüllende einer Geraden, welche die beiden Kegelschnitte 
harmonisch schneidet, und die reciproke Polare des ersten 
Kegelschnitts in Bezug auf den zweiten ist der Ort der 
Puncte, von denen die Tangenten an die gegebenen beiden 
Kegelschnitte ein harmonisches Stralenbüschel bilden. 

e. Kegelschnitte, deren Tangenten zwei gegebene 
Kegelschnitte in harmonischen Puncten schneiden. 
Unter der Annahme, es seien zwei Kegelschnitte K und K 4 ge- 
geben, stellen wir die folgenden allgemeinen Aufgaben**): 

Welches ist die Einhüllende einer Was ist der Ort der Puncte, durch 

Geraden, die zwei gegebene Kegel- welche man ein harmonisches Tan- 

8chnitte in vier harmonischen Puncten gentenbüschel an zwei gegebene Ke- 

scheidet? Wieviel Gerade, die diese gclschnitte legen kann? Wieviel 

Eigenschaft besitzen, gehen durch ei- Puucte, die diese Eigenschaft besitzen^ 

nen beliebigen Punct, z. B. durch einen gibt es auf einer beliebigen Geraden, 



*) Hesse, Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes, Leipzig, 
Teubner 1861. S. 715. 

**) v. Staudt. Ueber die Curven zweiter Ordnung. Nürnberg 1831. S. 25. 
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der vici- gemeinschaftlichen Durch- 
schnittspunete a, 6, c, d der beiden 
gegebenen Kegelschnitte ? 

Damit eine durch a gezogene Ge- 
rade K und K' in vier harmonischen 
Püncten schneidet, müszen drei der- 
selben mit a zusammenfallen, das 
heiszt, die einzigen Tangenten, die 
man durch a an die gesuchte Einhül- 
lende legen kann, sind die beiden 
Geraden, welche in diesem Puncte den 
einen oder andern Kegelschnitt berüh- 
ren. Die Einhüllende ist also ein 
Kegelschnitt F, der die acht Geraden 
berührt, welche die Tangenten der bei- 
den gegebenen Kegelschnitte in den 
gemeinschaftlichen Durchschnittspun- 
cten a, 6, c, d darstellen. 

Von diesen acht Geraden sind 
nach Nr. 111. die vier, welche K' be- 
rühren, gleichzeitig Tangenten der 
reeiproken conischen Polare H von 
K in Bezug auf K% und es sind 
also die Kegelschnitte K', H, F dem- 
selben Vierseit eingeschrieben. Schnei- 
det also eine Tangente von 27, die 
nicht gleichzeitig eine solche von K 4 
ist, K und K* in harmonischen Pün- 
cten, so fallen die Kegelschnitte H 
und F zusammen. Dies geschieht 
z. B. nach sobald K einem zu K' 
conjugiertem Dreiecke umgeschrieben 
ist. 



z. B. auf einer der gemeinschaftlichen 
Tangenten A, B, C, D der beiden 
gegebenen Kegelschnitte ? 

Die einzigen Durchschnittspuuctc 
der Geraden A mit dem Orte, den 
wir bestimmen wollen, sind offenbar 
die Puncte, in denen diese Gerade 
den einen oder andern der gegebenen 
Kegelschnitte berührt. Der gesuchte 
Ort ist daher ein Kegelschnitt F', 
der durch die acht Puncte geht, in 
denen die gegebenen Kegelschnitte 
von ihren gemeinschaftlichen Tan- 
genten berührt werden. 



Von diesen acht Puncten gehö- 
ren die vier, welche auf K liegen, 
auch der reeiproken conischen Polare 
27' von K' in Bezug auf K an, das 
heiszt, die Kegelschnitte K y 27', F 4 
gehören zu ein und demselben Cur- 
venbüschel. Ist nun ein Punct von 
//', der nicht auch auf K liegt, Mit- 
telpunct eines harmonischen Tangen- 
tcnbüschels an K und K'. so fallen 
die Kegelschnitte 27' und F* in einen 
einzigen zusammen. Dies geschieht 
z. B. nach d., sobald K' einem zu K 
conjugierten Dreiseit eingeschrieben ist. 



Ist C. z ein Kegelschnitt, für den K und K' reeiproke Pola- 
ren sind, so sind offenbar die Kegelschnitte F und F' , so wie 
ebenso H und H' in Bezug auf C. z ebenfalls reeiproke Polaren. 

f. Dreiecke, die einem Kegelschnitte conjugiert 
und einem andern ein- oder umgeschrieben sind. 
Fortsetzung. Es seien K, Ä'\ K" drei ein und demselben 
Viereck abcd umgeschriebene Kegelschnitte, und es seien 
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auszerdem die beiden ersten bezüglich zwei Dreiecken umge- 
schrieben, die beide demselben Kegelschnitte C% conjugiert sind. 
Unter diesen Voraussetzungen werden die reciproken conischen 
Polaren H, H', H" der ersten Kegelschnitte in Bezug auf C 2 
nach b. sämmtlich von den Geraden A, B, C, D, den Polaren 
der Puncto a, b, c, d in Bezug auf C 2 , berührt werden. Die 
Gerade A schneidet daher nach d. sowol die beiden Kegel- 
schnitte C 2 und K, als die beiden andern C % und K' in harmo- 
nischen Puncten, das heiszt, die Durchschnittspuncte von A und 
C'i sind die Doppelpuncte der quadratischen Involution, welche 
durch die Kegelschnitte des Büschels (KK') auf A bestimmt 
wird. A schneidet deshalb auch C 2 und K" in harmonischen 
Puncten, und es folgt somit nach e. : 

Lehrsatz XIV. Sind in zwei Kegelschnitten je ein ei- 
nem gegebenen Kegelschnitte conjugiertes Dreieck einge- 
schrieben, so ist auch jeder andere Kegelschnitt, der 
durch die gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte der 
ersten beiden beschrieben ist, einem dem gegebenen Ke- 
gelschnitte conjugierten Dreiecke umgeschrieben. 

Ml bis. Curvenreihen zweiter Ordnung. Unter den 
Kegelschnitten, die durch vier Puncte a, b, c, d beschrieben 
sind, gibt es nach Nr. 49. zwei, welche eine Gerade L berühren, 
und es bilden daher die Kegelschnitte, welche durch drei Puncte 
a, b, c gehen und eine gegebene Gerade L berühren, eine Reihe 
vom Index 2. 

Unter den Kegelschnitten dieser Reihe gibt es nach Nr. 85. 
vier die eine andere Gerade M berühren. Die Kegelschnitte 
daher, die, durch zwei Puncte a und b beschrieben, zwei ge- 
gebene Gerade L und M berühren, bilden eine Reihe vom In- 
dex 4. Die Puncte a, b und die, in denen ab die Geraden 
L und if schneidet, bestimmen eine quadratische Involution, 
deren Doppelpuncte durch f und f bezeichnet werden mögen. 
In ihnen schneiden sich nach Nr. 109., Anmerkung 1. die Be- 
rührungssehnen aller Kegelschnitte der Reihe mit den gemein- 
schaftlichen Tangenten L und M. Soll die Berührungssehne 
durch f gehen, und der Kegelschnitt durch einen dritten Punct 
c, so gibt es zwei Auflösungen der Aufgabe, die durch die 
Doppelpuncte der andern Involution individualisiert werden, 
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welche die Puncte a, c mit den gemeinschaftlichen Durch- 
schnittspuncten der Geraden ac und der Tangenten L und M 
bilden *). Die erwähnte Reihe Kegelschnitte vom Index 4 zer- 
fallt also in zwei verschiedene Reihen, jede vom Index 2, ent- 
sprechend den beiden Buschein Berührungssehuen, die sich in 
f oder in f schneiden **). Die geraden Polaren eines beliebi- 
gen Punctes 0 in Bezug auf die Kegelschnitte einer beliebigen 
der beiden eben erwähnten Reihen bilden eine neue Reihe vom 
Index 2. Da die Reihe Kegelschnitte und die Reihe von Ge- 
raden projectivisch sind, so erzeugen sie nach Nr. 83. durch die 
gegenseitigen Durchschnittspuncte ihrer homologen Elemente 
eine Curve sechster Ordnung, die nach Nr. 85. der Ort der Be- 
rührungspuncte zwischen den Geraden, welche durch 0 gehen, 
und den Kegelschnitten der Reihe ist. Dieser Ort ist aber 
aus einer Curve der vierten Ordnung und aus der zweimal ge- 
nommenen Geraden ab zusammengesetzt. Ist nämlich m ein 
Punct von ab» so führt jeder der beiden Kegelschnitte der Reihe, 
die durch m gehen, auf das System zweier mit ab zusammen- 
fallender Geraden, und somit wird dieselbe von der Geraden 
om in zwei mit m zusammenfallenden Puncten geschnitten. Der 
Punct m zählt also zweimal als ßerührungspunet zwischen den 
Geraden, welche von o ausgehen, und den Kegelschnitten der 
Reihen vom Index 2, die wir betrachten. Die Curve der vier- 
ten Ordnung geht zweimal durch o, und es musz daher eine 
beliebig durch o gezogene Gerade N nach Nr. 85. noch zwei 
Kegelschnitte der Reihe in andern Puncten berühren, und dem- 
geraäsz auch noch zwei Kegelschnitte der zweiten Reihe. Es 
gibt somit vier Kegelschnitte, die drei gegebene Gerade L, 
M» iV berühren und durch zwei gegebene Puncte «und b geben. 

Aus dem Letzten folgt, dasz die Kegelschnitte, die durch 
einen Punct a beschrieben sind und von drei Geraden L» M» N 



*) Salmon, Analytisdte Geometrie der Kegelschnitte, deutsch bearbeitet 
von W. Fiedler, Leipzig, Tcubncr, 1860, S. 309 und 589. 

**) Geht die Gerade ab durch den Punct LAf, so fallt einer der Puncte 
,/', /' mit diesem zusammen, so dasz also nur eine Reihe Kegelschnitte vom 
Index 2 übrig bleibt, die dem andern Puncte entspricht, der mit LM zusam- 
men das Segment ab harmonisch teilt. Das heiszt, geht die Gerade ab durch 
den Punct LM, so gibt es nur zwei wirkliche Kegelschnitte, die durch die 
Puncto a und b gehen, und die Geraden L, M und eine dritte N berühren. 
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berührt werden eine Reihe vom Index 4 bestimmen. Die gera- 
den Polaren eines Punctes t erzeugen eine andere Reihe von 
demselben Index, und die beiden Reihen erzeugen, da sie pro« 
jectivisch sind, einen Ort der zwölften Ordnung, der sich aber 
in eine Curve der sechsten Ordnung und in die drei Graden 
a(M'N), a{N'L), «(Z'if), jede doppelt gezählt, auflöst. Durch 
m gehen nämlich, wenn derselbe ein Punct dieser Geraden, 
z. B. a{M'N) ist, nur zwei wirkliche Kegelschnitte, jeder der 
beiden anderen fällt mit der als das System zweier zusammen- 
fallender Geraden aufzufaszenden Geraden a(MN) zusammen. 
Die Curve sechster Ordnung geht viermal durch f, und eine 
beliebig durch diesen Punct gezogene Gerade H berührt daher 
in andern Puncten noch zwei Kegelschnitte der Reihe. Durch 
einen gegebenen Punct gehen also nur zwei Kegelschnitte, 
welche vier gerade Linien berühren. 

Hieraus folgt, dasz die Kegelschnitte, welche vier gege- 
bene Gerade L, M, iV, H berühren, eine Reihe vom Index 2 bil- 
den. Da dieselbe mit einer zweiten, durch die geraden Polaren 
eines Punctes n gebildeten Reihe von demselben Index pro- 
jectivisch ist, so erzeugen die entsprechenden Elemente einen 
Ort der sechsten Ordnung, der aus einem Orte dritter Ordnung 
und aus den drei Diagonalen des Vierseits LMNH zusammen- 
gesetzt ist. Ist nämlich m ein Punct einer der Diagonalen, so 
ist von den beiden Kegelschnitten der Reihe, die durch m gehen, 
nur ein einziger wirklich ein Kegelschnitt. Der andere redu- 
ziert sich auf die Diagonale selbst, als System zweier zusam- 
menfallender Geraden betrachtet. Die Curve der dritten Ord- 
nung geht zweimal durch n , und eine beliebig durch diesen 
Punct gezogene Gerade berührt daher in andern Puncten noch 
einen Kegelschnitt der Reihe. Es gibt also nur noch einen 
einzigen Kegelschnitt, der fünf gegebene Gerade berührt. 

a. Zahl der Kegelschnitte, die fünf gegebenen 
Bedingungen genügen. Wir wollen jetzt die Zahl der Ke- 
gelschnitte zu bestimmen suchen, welche fünf gegebenen Be- 
dingungen genügen (durch gegebene Puncte gehen und gegebene 
Curven berühren*)). Ich wiederhole zuerst die folgende schon 
in Nr. 87. bewiesene Eigenschaft : 



*) Diese Curven denken wir uns in ihrer bestimmten Ordnung vollßt&u- 
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Theorem I. Wenn m' Kegelschnitte einer Reihe von 
Kegelschnitten vom Index m eine beliebige Gerade berüh- 
ren, so gibt es M'.n + m.h(» — 1), welche eine gegebene 
Curve der n-len Ordnung berühren. 

Die Zahl m' ist nach Nr. 85. im Allgemeinen gleich 2m, aber 
sie kann eine Verminderung erfahren, wenn wir von den Ke- 
gelschnitten, welche die Aufgabe lösen, die Systeme von zu- 
sammenfallenden Geraden, die in bestimmten Fällen diese bil- 
den, abrechnen. Dies kann offenbar nicht eintreten, wenn die 
Kegelschnitte der Reihe durch vier oder drei gegebene Puncte 
gehen müszen. Da wir also für ein Kegelscbnittbüschel m=1, 
m' = 2 haben, so geht das Theorem I. über in : 

Theorem IL Es gibt »(» + 1) Kegelschnitte, die durch 
vier Puncte gehen und eine gegebene Curve n-ter Ordnung 
berühren. 

Das heiszt nun, die Kegelschnitte, welche durch drei ge- 
gebene Puncte gehen und eine Curve n-ter Ordnung berühren, 
bilden eine Reihe vom Index n(n+l), und.es gibt also 2n(n+l), 
die eine gegebene Gerade berühren. Aus demselben Theo- 
rem. I. ergibt sich demnach: 

Theorem III. Es gibt n . n L (n + 1 )(n t -f 1 ) Kegels chnitle, 
die durch drei gegebene Puncte gehen und zwei gegebene 
Curven von der Ordnung n und n x berühren. 

Wir wiszen, dasz die Kegelschnitte, welche durch zwei 
gegebene Puncte gehen und zwei gegebene Gerade berühren, 
eine Reihe vom Index 4 bilden, in der es vier Kegelschnitte 
gibt, die eine dritte Gerade berühren, wenden wir nun das 
Theorem I. an, so entsteht: 

Theorem IV. Es gibt 4n 2 Kegelschnitte, welche durch 
%wei gegebene Puncte gehen, und zwei gegebene Oer ade, 
so wie eine ebenfalls gegebene Curve n-ter Ordnung be- 
rühren. 

Aus dem Theorem HI. folgert sich, dasz die Kegelschnitte, 

dig allgemein, das heiszt, ohne jeden vielfachen Punct, und nuszerdem sowol 
unter sich, als yon den andern gegebenen Daten der Frage vollständig un- 
abhängig. 
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welche durch zwei Puncte gehen und eine Gerade und eine 
Curve n-ter Ordnung berühren, eine Reihe vom Index 2n(n-{-l) 
bilden, in der nach Theorem IV. 4n* Kegelschnitte existieren, 
die eine zweite Gerade berühren. Folglich gibt Theorem I.: 

Theorem V. Es gibt 'In.n^n.ni f n+ n x — 1) Kegel- 
schnitte, die durch zwei gegebene Puncte gehen und eine 
gegebene Gerade, sowie zwei gegebene Curven von den 
Ordnungen n und n t berühren. 

Diese Zahl ist genau gleich 'In. n^n+l^nj + 1) weniger 4».»!. 

Die Theoreme III. und V. gebeu die Zahlen m und m' für 
die Reihe der Kegelschnitte, welche durch zwei Puncte gehen, 
und zwei gegebene Curven berühren. Folglich gibt das Theo- 
rem I. : 

Theorem VI. Es gibt 

n.fh.fial».»!. % + +» 4 .*»+%•*) +(»4»% — 3} 

Kegelschnitte, die durch zwei gegebene Puncte gehen und 
drei gegebene Curven von den Ordnungen w, n u n% be- 
rühren. 

Indem wir dasselbe Theorem I. auf die Reihe vom Index 4 
der Kegelschnitte anwenden, welche durch einen gegebenen 
Punct gehen und drei gegebene Gerade berühren, von der 
wir wiszen, dasz sie je zwei Kegelschnitte enthält, die eine 
vierte Gerade berühren, so entsteht: 

Theorem VII. Es gibt 2n(2n — I) Kegelschnitte, die 
durch einen gegebenen Punct gehen und drei gegebene 
Gerade, sowie eine gegebene Curve der n-ten Ordnung 
berühren. 

Die Theoreme IV. und VII. ergeben die Zahlen m und m' 
in Bezug auf die Reihe Kegelschnitte, die durch einen gege- 
benen Punct gehen, und zwei gegebene Gerade und eine ge- 
gebene Curve berühren. Daher ist nach Theorem I.: 

Theorem VIII. Es gibt 2« . n % (2n . »j — 1) Kegelschnitte, 
die durch einen gegebenen Punct gehen, und zwei gege- 
bene Gerade, sowie zwei ebenfalls gegebene Curven der 
n-ten und n^-ten Ordnung berühren. 
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Analog erhält man aus den Theoremen V. und VIII.: 

Theorem IX. Es gibt 
*2» . n Y . n« \ n . n t . % + (n . n t + n x . n% + % . n) — (» + », + n^) | 

Kegelschnitte , die durch einen gegebenen Punct gehen, 
und eine gegebene Gerade, sowie drei gegebene Curven 
von den Ordnungen n, n lf n% berühren. 

Ebenso entsteht aus den Theoremen VI. und IX.: 

Theorem X. Es gibt 

n . 71,. 7*. 2 7* 3 ( 7t . n x . «2 . n S +(7l 1 .712.7*3 + %. % . f*+7»3 . fl, . TJ + T*^?^. 7*) 

+ (71.7*! +7*2-7*3 +7*. 7*2+7*3-7*! +7*.7* 3 + 71, .Tlj) 
— 3(7* + 7*i + 7*2 + 7» 3 ) + 3 

Kegelschnitte, die durch einen gegebenen Punct gehen, 
und vier gegebene Curven von den Ordnungen n, n t , n%, 
7*3 berühren. 

Das Theorem IX. zeigt, dasz für die Reihe Kegelschnitte, 
welche durch einen Punct gehen und drei Curven berühren, 
der reducierte Wert von m' gleich 

2m— n . »! .712(471 + 4ti 1 + 4t*2 — 6) 

ist. Diese Reduction entsteht zum Teil durch die Tangenten 
der gegebenen Curven, die sich in dem gegebenen Puncte 
schneiden, und zum Teil durch die zu zwei und zwei genom- 
menen Geraden, welche diesen Punct mit den Durchschnitts- 
puncten dieser Curven verbinden. 

Wenn eine Gerade, die durch den gegebenen Punct so ge- 
zogen ist, dasz sie eine der drei Curven berührt, die beiden 
andern in a und b schneidet, so zählt das Segment ab für 
vier Kegelschnitte der Reibe, welche durch einen beliebigen 
Punct dieser Geraden gehen. Wenn andererseits eine durch 
den gegebenen Punct nach einem Durchschnittspunct a gezo- 
gene Gerade die dritte Curve in b schneidet, so ist das Seg- 
ment ab der Ort für zwei Kegelschnitte der Reihe, die durch 
einen beliebigen Punct derselben Geraden gehen. Die Ge- 
sammtzahl der ersten Abschnitte ist 7*. n Y .7*2(7* + 7*! + 7*2 — 3), 
die der zweiten 3t*. n v . 7*2, und es ist folglich das Vierfache 
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der ersten Zahl plus dem Doppelten der zweiten die Zahl, um 
welche man 2m vermindern musz, um m' zu erhalten. 

Die Reihe der Kegelschnitte, welche vier gegebene Gerade 
berühren, ist vom Index 2, und unter ihnen gibt es immer nur 
einen, welcher eine fünfte Gerade berührt. Folglich entsteht: 

Theorem XL Es gibt n®n-\) Kegelschnitte, welche 
vier gegebene Oerade und eine gegebene Curve der n-ten 
Ordnung berühren. 

V 

Die Theoreme VII. und XI. geben: 

Theorem XII. Es gibt 

n.n^in.^ — 2» — 2n 4 + 1) 

Kegelschnitte, welche drei gegebene Gerade und %wei ge- 
gebene Curven von den Ordnungen n und n x berühren. 

Analog schlieszt man aus den Theoremen VIII. und XII.: 

Theorem XIII. Es gibt 

n.n l .n 2 \An.n i .n 2 —1{n + n x -fn,) + 3} 

Kegelschnitte, welche %wei gegebene Gerade und drei ge- 
gebene Curven von den Ordnungen n, n x , n^ berühren. 

Aus den Theoremen IX. und XIII. folgt: 

Theorem XIV. Es gibt 

n . »i . n 2 . «3 1 In . n x . . n 3 -f 2(n x . n^ . n 3 + ....) — 2(n . n L + ....) -f 3 } 

Kegelschnitte , welche eine gegebene Gerade und vier ge- 
gebene Curven von den Ordnungen n, n x , n^, n 3 berühren. 

Endlich ergibt sich aus den Theoremen X. und XIV.: 
Theorem XV. Es gibt 



-I- (n »! .% + ....) -3(11.»! -f....) i 3(n + 



)1 
....)/ 



Kegelschnitte, welche fünf gegebene Curven von den Ord- 
nungen n, n if n%, « 3 , n 4 berühren. 

Das Theorem XIV. zeigt, dasz die Differenz zwischen 2m 
und m' für die Kegelschnittreihe, die vier gegebene Curven von 
den Ordnungen n, n it n. £ , n ä berührt, gleich ist 
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n.n l .n 2 .n z \A{n.n l + ....) — 6(n + ....) + 3). 

Diese Reduction entsteht teils durch die Tangenten, die 
zwei dieser Curven gemeinschaftlich sind, teils durch die Tan- 
genten, die man von den gemeinschaftlichen Puncten zweier 
Curven an eine der übrigen ziehen kann, teils durch die Dia- 
gonalen des Systems, Has heiszt durch die Geraden, welche die 
Durchschnittspuncte zweier Curven mit den Durchschnittspun- 
cten zweier anderer verbinden. 

Schneidet eine Gerade, die zwei Curven berührt, die beiden 
andern bezüglich in a und b, so zählt der Abschnitt ab für vier 
unter den Kegelschnitten der Reihe, welche aus zwei Puncten 
bestehen. — Zieht man durch einen gemeinschaftlichen Durch- 
schnittspunct a zweier Curven eine Tangente an die dritte, 
welche die vierte in b schneidet, so zählt das Segment ab für 
zwei unter den Kegelschnitten der Reihe, die aus zwei Puncten 
besteben. — Verbindet man endlich einen gemeinsamen Durch- 
schnittspunct a zweier Curven mit einem gemeinschaftlichen 
Durchschnittspunct b der andern beiden Curven, so stellt das 
Segment ab einen Kegelschnitt der Reihe vor, der aus zwei 
Puncten besteht. Die Partialreductionen also, die durch die 
gemeinschaftlichen Tangenten, durch die durch die Durch' 
schniltspuncte gezogenen Tangenten und durch die Diagonalen 
entstehen, sind der Reihe nach 

4n.Hi.Hs. its {(fi.fi! +....) — 3(n-f-....) + 6|, 
(m.fii.na.nsUfH-....) — 4), 
3n. n\ . fij • Wj. 

Entsprechend erhält man in der Reihe Kegelschnitte, welche 
vier Curven berühren, folgende Kegelschnitte die einen Doppel- 
punct haben. 

1. Zieht man von einem gemeinsamen Durchschnittspuncte 
zweier Curven eine Tangente an die dritte und zugleich eine 
an die vierte Curve, so bilden diese zwei Tangenten einen Ke- 
gelschnitt, der für vier Curven der Reihe.gilt, die einen Dop- 
pelpunct haben. • 

2. Trifft eine gemeinschaftliche Tangente zweier Curven die 
dritte in einem Puncto, und zieht man von diesem eine Tangente 
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an die vierte, so erhält man ein Geradenpaar, das für vwei der 
Kegelschnitte der Reihe gilt, die einen Doppelpunct haben. 

3. Eine gemeinschaftliche Tangente zweier Curven und 
eine solche der beiden andern bilden zusammen einen Kegel- 
schnitt der Reihe, der einen Doppelpunct hat*). 

§. 19. 

Die Curve, welche ein Punct beschreibt, dessen 
Indicatricen sich nach einein bestimmten Gesetze 

verändern. 

112. Durch einen Punct eine Gerade zu legen, 
welche in ihm die Polare eines beliebigen ihrer 
Puncte berührt. Indem wir den allgemeinen Fall einer Fun- 
damentalcurve C n e'mer beliebigen Ordnung n wieder aufneh- 
men, suchen wir durch einen gegebenen Punct p eine Gerade 
zu legen, welche in diesem Puncte die erste Polare eines be- 
liebigen Punctes o derselben Geraden berührt**). 

Die Pole aller ersten Polaren, die durch p gehen, liegen 
auf der geraden Polare dieses Punctes. Soll p auszerdem der 
Berührungspunct der ersten Polare mit einer durch den Pol 
O gelegten Tangente sein, so rousz auch die zweite Polare 
nach Nr. 70. durch p gehen, so dasz o jeiner der Durchschnitts- 
puncte der geraden Polare mit der coniscben Polare von p sein 
musz. Das heiszt, po musz die Tangente der conischen Polare 
von p sein. 

Die Geraden, welche die Aufgabe lösen, sind daher die 
beiden Tangenten, die man von p aus an die conische Polare 
dieses Punctes legen kann, oder auch nach Nr. 90c. die Indi- 
catricen des Punctes p. 

•) Die Theoreme IL— XV. sind schon von Chasles, aber ohne Be_ 
weis, in einer seiner neuesten Mitteilungen an die Pariser Akademie (Comptes 
rendus, 1«*" fevrier 1864) aufgestellt worden. Ich schmeichle mir, dasz die 
oben angegebenen Beductionen den Unterschied aufheben werden, der zwi- 
schen diesen Sätzen und der im 56ten Bande des Cr eile- Bore har dt sehen 
Journals von meinem gelehrten Freunde, Herrn Biechoff in München, 
aufgestellten Formel besteht. 

•*) C Ubach, o. o. 0. 8. 280—285. 
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a. EinhOllende der Verbindungsgeraden der ent- 
sprechenden Puncte der Curven von Hesse und Stei- 
ner. Ist p ein Punct der Curve von Hesse, so besteht seine 
conische Polare aus einem Paar gerader Linien, die sich in 
dem entsprechenden Puncte o der Curve von Steiner schnei- 
den, durch welchen auch die gerade Polare von p hindurch- 
geht. Die Puncte dieser Geraden sind Pole von ebensovielen 
ersten Polaren, die durch p gehen, und nach Nr. 90a. in diesem 
Puncte eine gemeinschaftliche Tangente haben, die folglich die 
eine lndicatrix des Punctes p darstellt. Aber beide Indicatri- 
cen von p sind nach Nr. 90 c. in der Geraden po vereinigt, folg- 
lich gilt nach Nr. 986. der Satz: 

Lehrsatz I. Die Gerade, welche einen Punct der Curve 
von Hesse mit dem entpr eckenden Puncte der Curve 
von Steiner verbindet, berührt in dem ersteren Puncte 
alle ersten Polaren, welche durch ihn hindurchgehen. 

Deshalb kann die Curve der 3(n— — 2)-ten Classe, näm- 
lich die Einhüllende der gemeinschaftlichen Tangenten in den 
Berührungspuncten der ersten Polaren nach Nr. 916. auch als 
die Einhüllende der Geraden deOniert werden, welche (m. s. 
Nr. 986.) die entsprechenden Puncte der Curven von Hesse 
und Steiner mit einander verbinden. 

b. Zahl der Puncte einer Geraden, für die diese 
selbst eine lndicatrix ist. In einer gegebenen Geraden R 
existieren 2(n — 2) Puncte, von denen ein beliebiger, etwa o, 
der Pol einer ersten Polare ist, die nach Nr. 103 c. die» Gerade 
R in einem Puncte p berührt; das gibt: 

Lehrsatz II. In einer beliebigen Geraden gibt es im- 
mer 2(w— 2) Puncte, für welche diese Gerade selbst eine 
lndicatrix bildet. 

Ist R eine Tangente der Fundamentalcurve, so sind im Be- 
rührungspuncte zwei Puncte O und die beiden entsprechenden 
Puncte p vereinigt. 

113. Ort der Puncte, deszen Indicatricen durch 
einen festen Punct gehen. Was ist der Ort eines Pun- 
ctes p, wenn eine seiner beiden Indicatricen durch einen festen 
Punct i geht? 
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In jeder Geraden, welche den Punct i enthält, gibt es nach 
Nr. 1 126. 2(n— 2) Lagen des Punctes p, und t repräsentiert 
noch zwei weitere solche Puncte p, die den beiden Indicatricen 
dieses Punctes selbst entsprechen. Der gesuchte Ort ist da- 
her eine Curve L ti der Ordnung 

2(a— 2) + 2=2(»— 1) 

die zweimal durch i geht. 

Betrachten wir eine Tangente der Grundcurve, so sind 
im Berührungspuncte zwei Puncte p vereinigt. Die Curve L u 
berührt daher C n in den n(n — l) Berührungspuncten der Tan- 
genten, die man von t aus an dieselbe legen kann. 

Nimmt der Pol 0 die Stelle von t ein, so sind nach Nr. 112. 
die (n — 1)(» — 2) Durchschnittspuncte der ersten und zweiten 
Polare von t ebensoviele Lagen des Punctes p; liegt umge- 
kehrt p in der zweiten Polare von i, so geht die conische Po- 
lare von p durch i. Der Punct i musz aber in einer Tangente 
liegen, die von p an die conische Polare dieses Punctes selbst 
gezogen ist, so dasz also auch die gerade Polare von p durch 
i geht, und demzufolge p in der ersten Polare von t liegt. Diese 
(n — l)(n — 2) Puncte sind aber die einzigen, welche die Curve 
L (i mit der zweiten Polare von i gemein hat, woraus sich er- 
gibt, dasz die beiden Curven sich in allen diesen Puncten be- 
rühren. Wir schlieszen also aus Allem, dasz die Curve L u die 
Fundamentalcurve und die zweite Polare von i in allen Puncten, 
die sie mit ihnen gemein hat, berührt, und dasz die 

n(n— 1) + (»-l)(»-2) = 2(u- 1)2 

Berührungspuncte alle in der ersten Polare von i* liegen. 

Da die erste Polare von t zweimal genommen als eine 
Curve der 2(/i — l)-ten Ordnung aufgefaszt werden kann, und 
die Fundamentalcurve und die zweite Polare von i zusammen- 
genommen ebenfalls eine Curve der 2(n— l)-ten Ordnung bil- 
den, so kann man nach Nr. 41. durch die 2(n — l) a Puncte, in 
denen die erste Polare von i C n und die zweite Polare schneidet, 
ein Curvenbüschel der 2(rc— l)-ten Ordnung hindurchlegen, 
deszen einzelne Curven die Fundamentalcurve und die zweite 
Polare von i in allen diesen Puncten berühren. Von der un- 
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begrenzten Zahl der Curven dieses Büschels ist diejenige, welche 
durch i geht, die £fc 

114. Einhüllende der Indicatricen der Puncte ei- 
ner gegebenen Curve. Von welcher Classe ist die Einhül- 
lende der Indicatricen der Puncte einer gegebenen Curve C m 
der m-ten Ordnung? oder auch, wieviel Puncte dieser Curve 
haben eine Indicatrix, die durch einen beliebigen festen Punct 
i geht? 

Der Ort eines Punctes p, deszen Indicatrix durch t geht, 
ist nach Nr. 113. eine Curve der 2(a— l)-ten Ordnung, welche 
C m in 2/»(n — 1) Puncten schneidet. In i treffen sich also 
2m(n — 1) Tangenten der gesuchten Einhüllenden. 

Man bemerke noch, dasz diese Einhüllende die Fundamen- 
talcurve in den Puncten, in denen diese von C m geschnitten 
wird, berührt, und da nun für jeden dieser Durchschnittspuncte 
die Indicatricen mit den betreffenden Berührenden von C m zu- 
sammenfallen, so gilt der Satz: 

Lehrsatz III. Die Indicatricen der Puncte einer Curve 
der m-ten Ordnung werden von einer Curve der 2m(»-I)- 
ten Classe umhüllt, welche die Grundcurte in den Pun- 
cten berührt, wo diese von der Curve m-ter Ordnung ge- 
schnitten wird. 

o. Besonderer Fall. Für m = 1 erhält man hieraus, 
dasz die Indicatricen einer gegebenen Geraden von einer Curve 
der 2(n — l)-ten Classe umhüllt werden, welche die Gerade 
selbst in 2(n — 2) Puncten berührt. Die Gerade ist also die 
Indicatrix von 2(n— 2) ihrer Puncte, wie wir dies schon in 
Nr. 1126. gefunden haben. 

ö. Einhüllende der Indicatricen der Puncte der 
Curve von Hesse. Gemäsz dem allgemeinen Theoreme, das 
wir soeben bewiesen haben, werden die Indicatricen eines Pun- 
ctes p, der sich auf der Curve von Hesse bewegt, die von 
der Ordnung 3(a— 2) ist, von einer Curve der 6(n— 1)(* -2)- 
4en Classe umhüllt. Da aber in diesem Falle für jede Lage 
von p nach Nr. 90 c. die beiden Indicatricen in eine Gerade zo« 
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sammenfallen, so reduciert sich die Ciasse der Einhüllenden 
auf3(« — 1)(» — 2), ein Resultat, das wir schon an andern Orten, 
in Nr. 91 ö. und Nr. 112«., erhielten. 

Von jedem beliebigen Puncte i lassen sich 3{n— l)(n— St) 
Tangenten an diese Curve legen, so dasz also jeder der 
3(n — ])(« — 2) Puncte p der Curve von Hesse, deren Indica- 
tricen die ebengenannten Tangenten sind, je zwei Durchschnitts- 
puncte der Curve von Hesse mit der oben in Nr. 113, bestimm- 
ten Curve L" repräsentieren. 

Verbinden wir diese Eigenschaft mit den andern schon in 
Nr. 113. bewiesenen, so können wir folgenden Satz aassprechen: 

Lehrsatz IV. Ist i ein gegebener Punct, so ist der 
Ort eines Punctes p, welcher derart bestimmt ist t das* 
die Gerade pi Tangente der conischen Polare von p ist, 
eine Curve der 1(n — \)-ten Ordnung, die zweimal durch 
i geht, und die Fundamenlalcurve, die Curve von Hesse 
und die zweite Polare in allen Puncten berührt, die sie 
mit denselben gemein hat. 



115. Ort eines Punctes, deszen Indicatrix eine ge- 
gebene Curve berührt. Wir suchen jetzt die Ordnung des 
Ortes eines Punctes p zu bestimmen, deszen eine Indicatrix 
Tangente einer Curve K r der r-ten Classe ist, das heiszt, wir 
untersuchen, wieviel Puncte einer Geraden R eine Indicatrix 
habe, welche Kr berührt. 

Bewegt sich der Punct p in der Geraden R, so werden 
• nach Nr. 114a. seine Indicatricen von einer Curve der 2(n — 1)- 
ten Classe umhüllt, die 2r(n — 1) gemeinschaftliche Tangenten 
mit der gegebenen Curve K T hat. Der gesuchte Ort ist also 
von der Ordnung 2r(#i — 1). 

Betrachten wir eine gemeinschaftliche Tangente von K T und 
Cn, so sind im Berührungspuncte mit der letztern zwei Puncte 
p vereinigt, für welche die Tangente die Indicatrix repräsen* 
tiert. Daraus folgert sich, dasz der gesuchte Ort die Fund*- 
mentalcurve in den r.n(n — 1) Puncten berührt, in denen diese 
von den mit K r gemeinschaftlichen Tangenten berührt wird, 
oder, was dasselbe sagen will, in den Puncten, in denen die 

12* 
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Fondamentalcurve von der ersten Polare von K r geschnitten 
wird. M. s. Nr. 104 d. 

■ 

Die Curve K T hat 3r(n— l)(*t— 2) gemeinschaftliche Tan- 
genten mit der Einhüllenden der lndicatricen der Puncte der 
Curve von Hesse, es ist daher 3r(» — l)(n — 2) die Zahl der 
gemeinschaftlichen Puncte der Curve von Hesse und des Ortes 
der 2r(« — ]>ten Ordnung, den wir betrachteten. Folglich gilt 
der Satz: 

Lehrsatz V. Der Ort eines Punctes, von dem aus- 
gehend eine der Tangenten seiner conischen Polare auch 
Tangente einer gegebenen Curve der r-ten Classe wird, 
ist eine Curve der 2r(» — \)-ten Ordnung, welche die Fun- 
damentalcurve und die Curve von Hesse in allen den 
Puncten berührt, die sie mit ihnen gemein hat. 

116. Ort eines variablen Punctes von der Be- 
schaffenheit, dasz durch Verbindung desselben mit 
zwei festen Puncten in Bezug auf seine conische Po- 
lare zwei reciproke Polaren entstehen. Wir suchen, 
indem zwei feste Puncte i und j gegeben sind, den Ort eines 
Punctes, für welchen die Geraden pi und pj in Bezug auf die 
conische Polare von p die in Nr. 108. erklärten conjugierten 
Polaren bilden. Offenbar geht dieser Ort durch t und / 

Es sei R eine beliebige durch j gelegte Gerade und p ein 
Punct in R. Die geraden Polaren von p und i in Bezug auf 
die coniscbe Polare von p treffen R in den Puncten a und b. 
Sobald letztere in einen Punct zusammenfallen, ist dieser der 
Pol von pi in Bezug auf den eben erwähnten Kegelschnitt, so 
dasz also dann p ein Punct des gesuchten Ortes ist. Nehmen 
wir einen beliebigen Punct a als Durchschnittspunct von R mit 
der ersten geraden Polare an, so gibt es n — 1 entsprechende 
Lagen des Poles p, nämlich die Durchschnittspuncte von R mit 
der ersten Polare von a, und folglich auch ebensoviele Puncte 
b. Ist umgekehrt b der beliebige Durchschnitt der Geraden 
R mit der geraden Polare von t in Bezug auf eine unbestimmte 
conische Polare, so liegt nach Nr. 69 b. der Pol p dieser Gera- 
den auf der ersten Polare von t in Bezug auf die erste Polare 
von b, das heiszt in einer Curve der (n— 2)-ten Ordnung, 
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deren Durchschnittspuncte mit R die Lagen von p angeben, 
welche dem gegebenen Puncte b entsprechen. Es entspre- 
chen daher jedem Puncte b n — 2 Puncte «*). Die Zahl der 
Puncte p in R, für welche a und b zusammenfallen, ist daher 
(n — 1) — 2), und da auch j ein Punct der gesuchten Curve 
ist, so hat dieselbe die Ordnungszahl 

(n-l) + (fi-2) + 1 =2(n- 1). 

Wir werden dieselbe durch Iß bezeichnen, weil sie, wenn t mit 
j zusammenfallt, mit der schon in Nr. 113. betrachteten Curve 
L H identisch wird. 

Es sei p der Berührungspunct der Fundamentalcurve mit 
einer von i aus gezogenen Tangente, dann ist pi die gerade 
Polare von p, die gleichzeitig in p die Tangente der conischen 
Polare desselben Punctes p ist. Für jeden beliebigen Punct 
j geht daher die Gerade pj durch den Pol von pi, und p ist 
damit ein Punct der Curve X'J, das heiszt, diese Curve enthält 
die n(n — 1) Berührungspuncte der Fundamentalcurve mit den 
an sie von t aus gelegten Tangenten. Derselben Schluszfolge 
gemäsz, musz sie auch durch die n(n— 1) Puncte beschrieben 
sein, in denen C n von den durch j an diese Curve gelegten 
Tangenten berührt wird. 

Untersuchen wir jetzt, in welchen Puncten die Curve L'i 
die erste Polare von f in Bezug auf die erste Polare von j 
schneidet, welche wir kurz die zweite gemischte Polare der 



*) Läszt man den Punct o sich auf R bewegen, so erzeugt die erbte 
Polare von a nach Nr. 77. ein Curvenbüschel, deszen Curven auf R eine 
Involution des (n — l)-ten Grades bestimmen. Jedem Puncte p entspricht 
aber ein Punct b, folglich erzeugt, wenn wir a sich verändern laszen, die 
Gruppe der entsprechenden n — 1 Puncte 6 auch eine Involution des (n— 1 )- 
ten Grades. Auch die erste Polare von 6 in Bezug auf die er6te Polare 
des festen Punctes i gibt, wenn 6 auf der Geraden R sich bewegt, einem 
Curvenbüschel Entstehung, und es erzeugen demnach, wenn man 6 sich be- 
wegen l&szt, die Gruppen der entsprechenden n — 2 Puncte a eine Invo- 
lution des (n — 2)-ten Grades. Laszen wir also o und 6 sich gleichzeitig 
verändern, so entstehen dadurch zwei projectivischc Involutionen bezüglich 
vom (w — 2)-ten und (» — l)-ten Grade. Die nach Nr. 24 6. diesen Invo- 
lutionen gemeinschaftlichen Puncte, 2n — 3 an der Zahl, sind diejenigen, in 
welchen auszer iu j die Gerade R den gesuchten geometrischen Ort schneidet. 
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Pancte t and j nennen «vollen. Geht diese zweite gemischte 
Polare durch p, so geht nach Nr.6ÖÄ die gerade Polare von t 
bezogen auf die conische Polare ton p durch j, das heiszt, i 
und j sind in Bezug auf die conische Polare von p nach Nr. 108. 
conjugierle Pole. In diesem Falle genügt offenbar, damit 
die Geraden pi und pj für deuselben Kegelschnitt reeiproke 
Polaren darstellen, dasz die gerade Polare von p durch t oder 
j gehe» das heiszt, p rousz sich entweder auf der ersten Polare 
von f oder auf der von j befinden. Die Curve Vi geht daher 
durch die Puncte, in denen die zweite gemischte Polare der 
Pnncte t und j von den ersten Polaren dieser einzelnen Puncte 
selbst geschnitten wird. 

Es sei nun p und o zwei sich derart entsprechende Pancte 
der Curven von Hesse und Steiner, dasz die Gerade po 
durch i hindurchgeht. Um dann auszudrücken, dasz in Bezug 
auf die conische Polare von p die Geraden pi und pj reeiproke 
Polaren sind, genügt es anzunehmen, das die geraden Polaren 
von p und j in Bezug auf den eben erwähnten Kegelschnitt 
sich in einem Puncte von pi schneiden. Nach Nr. 90a. ist aber 
im vorliegenden Falle die conische Polare von p nichts An- 
deres als ein Paar Gerade, die sich in o schneiden» so dasz 
also durch diesen Punct auch die Polaren von p und j in 
Bezug auf den eben erwähnten Kegelschnitt hindurchgeben. 
Da nun nach der Voraussetzung pi den Punct o enthält, so 
musz p der Curve Vi angehören, und diese Curve geht also 
durch die 3(fi— 1)(» — 2) Puncte der Curve von Hesse, deren 
Indicatricen sich in t schneiden. Dem entsprechend musz die 
Curve Vi auch durch die 3(n— 1)(»— 2) Puncte der Curve 
von Hesse gehen, deren Indicatricen von j ausgehen. Daher 
der Satz: 

Lehrsatz VI. Gegeben zwei feste Puncte i und j. Der 
Ort eines Punctes p, für welchen die Geraden pi und pj 
in Bevug auf die conische Polare von p conjugiert sind, 
ist eine Curve der ( 2(n — \)-ten Ordnung, welche 

1) die Puncte i und j; 

'2) die Puncte, in denen die Fundamenlalcurve von den 
Tangenten, die durch i und j gelegt werden können, be- 
rührt wird; 
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3) die Puncte in denen die ersten Polaren von i und j 
von Geraden berührt werden, die bezüglich durch j oder i 
gehen; endlich 

4) die Puncte der Curve von Hesse enthält, deren In- 
dicatricen sich entweder in i oder j schneiden. 

a. Anderer Ausdruck des Vorigen. Mit andern Wor- 
ten, die Curve Iß schneidet die Fundamentalcurve und die 
Curve von Hesse in den Puncten, in welchen diese von den 
Curven £fl und 1$ berührt werden, welche auf die Nr. 113. 
auseinandergesetzte Weise einzeln von den Puncten i und j 
abhängen. 

b. Büschel von Curven Iß. Hält man den Punct f fest, 
während j sich auf einer Geraden R bewegt, so erzeugt die 
Curve Iß ein Curvenbüschel. Sie geht nämlich, welchen Punct 
auch / bedeuten mag, durch folgende 4(*i — 1)* feste Puncte, 
nämlich: 

1) durch t; 

2) durch die n(n — 1) Puncte, in denen C n von den Tangen- 
ten, die durch i gehen, berührt wird; 

3) durch die 3(n — l)(n— 2) Puncte der Curve von Hesse. 
deren Indicatricen sich in i schneiden; endlich 

4) durch die 2n — 3 Puncte, in welchen Vi auszer in /, wel- 
. eher Punct veränderlich ist, die Gerade R schneidet. 

Diese letzteren Puncte verändern sich nämlich nicht, da 
sie nach der letzten Note auf Seite 181 die gemeinschaftlichen 
Puncte zweier projectivischer Involutionen darstellen, die vom 
Puncte j vollständig unabhängig sind. 

Diese Eigenschaft kann man auch nachweisen, indem man 
die Zahl der Curven zu bestimmen sucht, welche durch 
einen gegebenen Punct q gehen, wenn t ein fester Punct ist 
und j sich auf einer festen Geraden R bewegen musz. Da die 
Geraden qi und qj in Bezug auf die conische Polare von q 
conjugiert sein müszen, so ist der Punct j der Durchschnitt 
von R mit der Geraden, welche q mit dem Pol von qi in Be- 
zug auf den erwähnten Kegelschnitt verbindet. Durch q geht 
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also nur eine Curve tfl von der verlangten Beschaffenheit. 
Die Gesammtheit aller dieser Curven bildet daher ein Büschel. 

Auf dieselbe Art beweist man, dasz die Curven Itf, welche, 
indem t als fest angenommen ist, durch denselben Punct q 
gehen, ein Büschel bilden, das heiszt, durch zwei gegebene 
Puncte q und q' geht für den festen Punct t nur eine Curve 
L*i hindurch, u. s. w. 

117. Verallgemeinerung der vorigen Aufgabe. Die 
Untersuchungen der vorigen Nr. 116. kann man verallgemeinern, 
wenn man erstens an Stelle von j eine Einhüllende annimmt, 
oder zweitens auch noch an Stelle von i eine zweite Einhül- 
lende, oder endlich drittens eine einzige Curve an Stelle des 
Systems der beiden Puncte. 

Es sei zuerst eine Curve K r der r-ten Classe und ein Punct 
i gegeben. Wir suchen dann den Ort eines Punctes pr zu be- 
stimmen, für den die Gerade pi in Bezug auf die conische Po- 
lare von p irgend einer der Tangenten conjugiert ist, dje man 
von p an die Curve K T legen kann, oder mit andern Worten, nach 
Nr. 110. den Ort des Punctes p, für den die Gerade pi durch 
irgend einen der Puncte geht, in denen die gerade Polare von 
p die reeiproke Polare von K r bezogen auf die conische Polare 
von p schneidet. 

• 

Die gesuchte Curve geht r-mal durch i, weil, wenn der 
Punct p mit i zusammenfällt, r Gerade pi der obigen Bedin- 
gung entsprechen, nämlich diejenigen, welche von i nach den r 
Puncten gezogen sind, in denen die gerade Polare von p die re- 
eiproke Polare von K r bezogen auf die conische Polare von i trifft. 

Ist p ein Punct von C nt so ist die gerade Polare von p die 
Tangente der Fundamentalcurve im nämlichen Puncte. Berührt 
diese Gerade nun auch K r , so ist p ein Punct der in Bezug 
auf die conische Polare von p reeiproken Polare von K T und 
da, was auch t sei, die Gerade pi durch p geht, das heiszt, 
durch den Durchschnittspunct der reeiproken Polare von K r 
mit der geraden Polare von p, so liegt dieser Punct auf dem 
gesuchten Orte. Der Ort enthält daher die sämmtlichen r.n(n— 1) 
Berührungspuncte der Grundcurve mit den ihr und der Curve 
K r gemeinschaftlichen Tangenten. 
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Gehört p wiederum der Curve C% an, ist aber pi die Tan- 
gente dieser Curve in p, so ist pi gleichzeitig auch die gerade 
Polare von p. Diese trifft die reciproke Polare von K T in r 
Puncten, und p ist daher ein r-lacher Punct der gesuchten 
Curve. Diese besitzt also im Ganzen «(« — 1) r-fache Puncto, 
nämlich diejenigen in denen Cn von Geraden, die durch i geben, 
berührt wird. 

Es sei ferner p ein Punct der Curve von Hesse, und o 
der entsprechende Punct der Curve von Steiner. Ist po Tan- 
gente der Curve K r , so ist sie in Bezug auf die conische Po- 
lare von p der Geraden pi conjugiert; es gehen nämlich sowol 
diese Tangente, als die Polaren der Puncte p und i in Bezug 
auf den erwähnten Kegelschnitt durch o. Hieraus folgert sieb, 
dasz p ein Punct der betrachteten Curve ist, das heiszt, dieser 
Ort geht durch die 3r(n— 2) Puncte der Curve von Hesse, 
deren Indicatricen K r berühren. 

Die Puncte p und o seien wieder correspondierende Puncte 
der Curven von Hesse und Steiner, aber po mag durch i 
gehend gedacht werden. Da nun die conische Polare von p 
in diesem Falle aus zwei Geraden besteht, die sich in o schnei- 
den, so musz nach Nr. 110«. die reciproke Polare von K T in 
Bezug auf diesen Kegelschnitt aus einem Büschel von r Gera- 
den bestehen, die sich ebenfalls in o schneiden. Der Punct o 
repräsentiert daher je r Durchschnittspuncte der Geraden pi 
und der geraden Polare von p mit der reeiproken Polare von 
K T , und p ist also der Ort von r aufeinanderfolgenden gemein- 
schaftlichen Puncten der Curve von Hesse und der gesuchten 
Curve. Der geometrische Ort, um den es sich handelt, hat 
also eine r-punetige Berührung mit der Curve von Hesse in 
allen den 3(n — l)(n — 2) Puncten, für welche die Indicatricen 
durch i gehen. 

Wir wollen nun zuletzt noch die Ordnung der fraglichen 
Curve bestimmen. R sei eine beliebige durch i gelegte Gerade, 
und p ein Punct in R. Die gerade Polare von p treffe R in a, 
und die reciproke Polare von K r in Bezug auf die conische Po- 
lare von p schneide Ä in r Puncten b. Nimmt man a beliebig 
an, so entsprechen dem n — 1 Lagen von p, nämlich die Durch- 
schnittspuncte von R mit der ersten Polare von a, und folglich 
r(n — 1) Lagen von b. Nehmen wir umgekehrt b beliebig als 
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Durchschnittspunct von R mit der reciprokeo Polare von K T in 
Bezug auf die conische Polare eine« beliebigen Poles an, so 
liegt nach Nr. 104*. dieser Pol auf der ersten Polare von K r in 
Bezug auf die erste Polare von *. Da diese Curve nach Nr. 104 rf. 
von der r(n— 2)-ten Ordnung ist, so schneidet sie R in eben- 
sovielen Puncten p, und einem jeden von diesen entspricht ein 
Punct a. Jedem Puncte a entsprechen also r(n— 1) Puncte 
b, und jeder Punct * individualisiert r(ft— 2) Puncte a\ daher 
wird [r(n-l) + r(n— 2)]-mal ein Punct a mit einem entspre- 
chenden Puncte b zusammenfallen. Jedesmal aber, wenn die- 
ses Zusammenfallen Statt hat, ist p ein Punct der Curve. Diese 
hat daher r(2n — 3) Puncte mit R geraein, auszer dem Puncte 
i, der ein r-facher Punct derselben ist. Der Ort hat daher 
die Ordnungszahl 2r(n — l). Alles zusammengenommen gibt 
den Satz: 

Lehrsatz VII. Der Ort eines Punctes, denen Verbin- 
dungsgerade mit einem festen Puncte i in Bezug auf seine 
conische Polare einer der Tangenten conjugiert ist, die 
man von ihm an eine gegebene Curve r-ter Classe legen 
kann, ist eine Curve der 2r(n — \)-len Ordnung, welche 

1) r-mal durch den festen Punct i; 

•2) ebenfalls r-mal durch die n(n—\) Puncte geht, in de- 
nen die Fundamentalcurve von Geraden, welche durch i 
gehen, berührt wird; 

3) die sämmtlichen r.n(n — 1) Puncte, in denen die 
Qrundcurve von Tangenten der Curve r-ter Classe berührt 
wird; 

4) ebenfalls die sämmtlichen 3r(» — l)(n — 2) Puncte der 
Curve von Hesse enthält, deren Indicatricen die Curve 
r-ter Classe berühren; endlich 

5) in den 3(n— l)(n — 2) Puncten der Curve von Hesse, 
deren Indicatricen durch i gehen, mit dieser eine r-pun- 
ctige Berührung eingeht. 

a. Weitere Verallgemeinerung. Dem Vorigen ana- 
log beweist man den folgenden Satz: 

Lehrsatz VIII. Der Ort eines Punctes, für welchen 
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zwei von ihm an die Curven K r und K % bezüglich der r« 
ten und s-ten Ciasse gezogene Tangenten in Bezug auf 
die conische Polare des Punctes selbst conjugiert sind, ist 
eine Curve der 1r.s(n—\)-len Ordnung, welche 

\) s-mal durch jeden der r.n{n — \) Puncte, in denen 
die Fundamentalcurve C„ von Tangenten der Curve K r be- 
rührt wird; 

2) r-mal durch jeden der s . n{n — 1) Puncte geht, in de- 
nen C n von Tangenten der Curve K» berührt wird; 

3) mit der Curve von Hesse in jedem der 3r(n— I)(n— 2) 
Puncte, deren Indicatricen K r berühren eine s-punclige; 
und endlich 

4) ebenfalls mit der Curve von Hesse in den 3*(n — 1) 
X(«— 2) Puncten, deren Indicatricen K, berühren, eine 
r-punctige Berührung eingeht, 

b. Eine andere Verallgemeinerung. Int dagegen 
eine einzige Einhüllende K r der r-ten Classe gegeben, so gilt 
der Satz: 

Lehrsatz IX. Der Ort eines Punctes p, für den zwei 
von ihm an eine Curve K r gezogene Tangenten in Be- 
zug auf die conische Polare von p conjugiert sind, ist eine 
Curve der r(r — l).n(n — })-len Ordnung, welche 

1) {r—\)-mal durch jeden der r.*(n~l) Puncte geht, 
in denen die Fundamentalcurve von Tangenten der Curve 
Kr berührt wird, und 

2) mit der Curve von Hesse eine {r—\)-punctige Be- 
rührung in allen den 3r(n— l)(n— 2) Puncten dieser Curve 
eingeht, deren Indicatricen K r berühren* 



§. 20. 

Einige Eigenschaften der Curven ven Hesse und 

Steiner. 

118. Die Curve von Steiner ist die Einhüllende 
der geraden Polares der Curve von Hesse. Essein 
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ein Putict der Hesse 'sehen Curve und o der correspondierende 
Punct der Curve von Steiner. Die letzte Polare von p ist 
dann eine gerade Linie, die durch 0 geht, und deren Puncte 
Pole von ebenso vielen ersten Polaren sind, welche von po in 
p berührt werden. Unter ihnen gibt es aber eine, die in p 
einen Doppelpunct hat, und zwar diejenige, deren Pol o ist. 
M s. Nr.88tf\, 90«., 112a. 

a. Fortsetzung. Es seien o und ©' zwei Puncte der 
Curve von Steiner, dann sind die Pole der Geraden oo' die 
(ii — l) 2 Durchschnittspuncte der ersten Polaren dieser beiden 
Puncte, welche die entsprechenden Puncte p und p 4 der Curve 
von Hesse zu ihren respectiven Doppelpuncten haben. Nehmen 
wir den Punct ©' dem Puncte o unendlich nahe an, das heiszt, 
die Gerade oo' als Tangente der Curve von Steiner, so hat 
diese Tangente einen Pol in p. Daraus folgt: 

Lehrsatz I. Die Tangenten der Curve von Steiner 
sind die geraden Polaren der Puncte der Curve von 
Hesse ; 

oder auch nach Nr. 900.: 

Lehrsatz II. Die Curve von Steiner ist die Einhül- 
lende einer Geraden, die zwei zusammenfallende Pole 
besitzt. 

b. Classe der Curve von Steiner. Dies Theorem 
führt auf die Bestimmung der Classe der Curve von Steiner. 
Die Tangenten dieser Curve', welche durch einen beliebigen 
Punct i gehen, haben ihre Pole auf der ersten Polare von i. 
Diese schneidet die Curve von Hesse in 3(w — l)(n— 2) Pun- 
cten. Es gilt also 

Lehrsatz III. Die Curve von Steiner ist von der 
'3(n — ))(n — 2)-ten Classe. 

c. Eigenschaften der Wendetangenten der Fun- 
d amen ta leurve. Da die Wendepuncte der Fundamentalem- ve 
Ca nach Nr. 100. Puncte der Curve von Hesse sind, so niüszen 
die geraden Polaren derselben, das heiszt, die Wendetangen- 
ten von Ca auch Tangenten der Curve von Steiner sein. 
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Die Puncte der Curve von Steiner, welche den Wende- 
puncten C n entsprechen, diese letztere als Puncte der Curve 
von Hesse betrachtet, liegen auf den Wendetangenten der 
Fundamentalcurve. Diese Tangenten berühren also auch die 
Curve der 3(#i — l)(w— 2)-ten Ciasse, die nach Nr. Wib. die Ein- 
hüllende der Indicatricen der Puncte der Curve von Hesse ist. 

d. Zahl der weiteren Singularitäten der Curve 
von Steiner. Dem allgemeinen Theoreme in Nr. 101. gemäsz 
ist die (ft — l)-te Polare der Curve von Hesse, das heiszt, 
die Einhüllende der geraden Polaren der Puncte der Curve von 
Hesse eine Curve K der 3(w — \){n — 2)-ten Gasse und der 
3(n— 2)(5n — ll)-ten Ordnung, von welcher die Curve von Stei- 
ner einen Teil ausmacht. 

Ist t der Durchschnittspunct zweier Tangenten der Curve 
von Steiner, so hat jede von ihnen einen Pol in der Curve 
von Hesse und durch diese beiden Pole geht die erste Polare 
von i. Fallen die beiden Tangenten in eine zusammen, so 
fallen auch die beiden Pole in einen Punct zusammen, in wel- 
chem daher die Curve von Hesse von der ersten Polare be- 
rührt wird. Dieser letzte Punct ist daher ein Punct der (n — 1)- 
ten Polare der Curve von Hesse, letztere Curve als Ort der 
Pole aufgefaszt, deren erste Polaren diese Curve selbst be- 
rühren. Aber die Puncte i, die man derart definieren kann, 
dasz in ihnen zwei aufeinanderfolgende Tangenten der Curve 
von Steiner zusammenfallen, sind auszer den Puncten dieser 
Curve selbst diejenigen, welche auf den Wendetangenten die- 
ser Curve liegen. Die Curve K, das heiszt, die (n — l)-te Po- 
lare der Curve von Hesse, besteht daher aus der Curve von 
Steiner und den Wendetangenten derselben zusammengenom- 
men. Daraus folgt: 

Lehrsatz IV. Die Curve von Steiner hol 

3(w — 2)(5n - 11) _3(n— 2) 2 = 3(?i - 2)(4*— 9) 

Wendetangenten. 

Von der Curve von Seiner kennen wir also die Ordnung 
gleich 3(n — 2)*, die Classe gleich 3(ti— l)(n- 2) und die Zahl 
der Wendepuncte gleich 3(n— 2)(4n — 9). Unter Anwendung 
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der io deu Nr. 99. und 100. bewiesenen Formeln von Plücker 
findet sieb nun: 

Lehrsatz V. Die Cwrve von Steiner hat 

12(#i-2)(n— 3) Spitzen; 

2)(n— 3)(3ii*-9n— 5) Doppelpuncte ; 
Un— 2)(ii— 3)(3n*-3n— 8) Doppeltangenten. 

Fügt man der Zahl der Spitzen zweimal die Zahl der 
Wendepuncte, der Zahl der Doppeltangenten die Zahl der Wen- 
detangenten nnd der Zahl der Doppelpuncte die Zahl der Puncte 
bei, in denen die Wendetangenten die Curve von Steiner und 
sich selbst schneiden, so erhält man bezüglich die Zahl der 
Spitzen, der Doppeltangenten und der Doppelpuncte der Ge- 
sammteurve K der 3(n — 2)(5» — U)-ten Ordnung, der (n— 1)- 
ten Polare der Curve von Hesse, in Uebereinstimmung mit 
den allgemeinen Resultaten der Nr. 103. 

119. Die ersten Polaren der Puncte einer Doppel- 
tangente der Curve von Steiner berühren sieb in 
zwei Puncten. Es sei 00' eine Tangente der Curve von 
Steiner , o der Berührungspunct, p der entsprechende Punct 
der Curve von Hesse* Die ersten Polaren der Puncte von 
00' bilden ein Curvenbüschel, deszen Curven sich sämmtlich in 
p berühren. Die gemeinschaftliche Tangente aller ist po. Un- 
ter den Curven dieses Büschels gibt es eine, die erste Polare 
von o, für welche p ein Doppelpunct ist, und es existieren 
ausserdem noch 3(n-2)*— 2 Curven, nämlich die ersten Po- 
laren der Puncte, in den oo' die Curve von Steiner schneidet, 
die anderswo einen Doppelpunct besitzen. 
• 

a. Fortsetzung. Ist nun oo' eine Doppeltangente der 
Curve von Steiner, o und & die beiden Berührungspuncte, 
p und p* die entsprechenden Puncte der Curve von Hesse, 
so werden die ersten Polaren aller Puncte von oo' sich unter- 
einander in den Puncten p und p' berühren. Unter Bezugnahme 
auf Nr. 118tf. folgt hieraus: 

Lehrsatz VI. In einem geometrische» Net%e von Cur- 
ven (n-l)-ter Ordnung gibt es 
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f(n— 2)(» - 3)(3n*— 3»— 8) 

Büschel, deren Curven sich in je %wei verschiedenen Fun- 
den berühren. 

b. Die ersten Polaren der Puncte einer Wende- 
tangente der Cur ve von Steiner osculieren sich säm rat- 
lich in einem Puncte. Vereinigen sich in der Doppeltan- 
gente 00' die Berührungspuncte in einem einzigen O, so dasz 
dieselbe eine Wendetangente der Curve von Steiner wird, so 
fallen auch die Puncte p und p' in einen einzigen zusammen, 
und die ersten Polaren der Puncte von oo 1 werden in p unter 
sich eine dreipunctige Berührung eingehen; p ist dabei ein 
Döppelpunct der ersten Polare des Wendepunctes o. 

Auszerdem berühren diese ersten Polaren in p die Curve 
von Hesse, weil nach Nr. 118rf. die Wendetangenten der Curve 
von Steiner einen Teil des Ortes der Pole bilden, deren erste 
Polaren die Curve von Hesse berühren. Daraus folgt der Satz : 

Lehrsatz VII. /*/ o ein Wendepunet der Curve von 
Steiner und p der Döppelpunct der ersten Polare von 
o, so ist po die Tangente der Curve von Hesse in p. 

Gleichzeitig ist auch bewiesen: 

Lehrsatz VIII. In einem geometrischen Net* von Cur- 
ven {n — \)-ter Ordnung gibt es 3(n — 2)(4» — 0) Ourven- 
büschel, in deren jeden die Curven eine dreipunctige Be- 
rührung mit einander eingehen, das heis%t, sich unier 
einander osculieren. 

120. Die Polaren der Doppelpuncte der Curven 
von Steiner haben zwei Doppelpuncte. Wir betrachten 
weiter eine erste Polare, die zwei Doppelpuncte p und p' be- 
sitzt, und bezeichnen den Pol derselben durch o. Durch o le- 
gen wir eine beliebige Gerade R, für welche die ersten Polaren 
ihrer Puncte ein Büschel bilden, der nach Nr. 88. 3(«-2) a 
Doppelpuncte besitzt, das heiszt, die 3(n — 2)* Durchschnitts- 
puncte von R mit der Curve von Steiner sind die Pole von 
ebensovielen ersten Polaren, die feinen Döppelpunct besitzen. 
Da aber die erste Polare von o schon zwei Doppelpuncte hat. 
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so entbSlt das Büschel nur 3(n — 2)' 2 — 2 andere Curven mit 
einem Doppelpuncte. Daraus folgt, dasz R die Curve von Stei- 
ner nur noch in 3(rt — 2)* — 2 Puncten auszer in 0 trifft, dasz 
also o ein Doppelpunct der Curve von Steiner ist. 

Nimmt R die Lage von P, der geraden Polare von p> au, 
so gehen die ersten Polaren aller ihrer Puncte sämmtlich durch 
p. Dieser Punct zahlt also nach Nr. 88a. för zwei der 3(fi-2)* 
Doppelpuncte des Buscheis. Da also die Puncte p und p' so- 
viel als drei Doppelpuncte sind, so enthält das Büschel nur 
noch 3(n— 2)* — 3 Curven mit einem Doppelpuncte, was nichts 
Anderes sagt, als dasz die Gerade P auszer 0 nur noch 
3(n— 2)*— 3 Puncte mit der Curve von Steiner gemein hat. 
Dieser Punct gilt also für drei Durchscbnittspuncte der Curve 
mit P. Dasselbe läszt sieb natürlich für F, die gerade Polare 
von p\ nachweisen. 

Wir haben also den Satz: 

Lehrsatz IX. Hat eine erste Polare zwei Doppelpuncte 
p und p' t so ist der Pol o ein Doppelpunct der Curve 
von 8 feiner, und die Tangenten dieses Doppelpunct es 
sind die geraden Polaren von p und p'. 

Nehmen wir noch auf die in Nr. 108 d. bestimmte Zahl der 
Doppelpuncte der Curve von Steiner Rücksicht, so folgert sich : 

Lehrsatz X. In einem geometrischen Netze der (n - 1 ) - 
ten Ordnung gibt es 

f 2)(n - 3)(3n* - 9» - 5) 

Curven deren jede zwei Doppelpuncte besitzt*). 

121. Die erste Polare einer Spitze der Curve von 
Steiner hat ebenfalls eine Spitze. Denken wir uns jetzt 
eine erste Polare mit einer Spitze p. Es sei 0 der Pol der- 
selben. Eine beliebige durch o gelegte Gerade R bestimmt 
ein erstes Polarenbüschel, von deszen Curven eine in p eine 
Spitze bat. Die Zabl der Curven des Büschels mit einem Dop- 
pelpuncte ist also nach Nr. 88*. noch 3(n— 2)*— 2, und R schnei- 



*) Steiner, a. a. O. S. 4 — 5. 
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det daher die Curve von Steiner in zwei mit o zusammen- 
fallenden Puncten. 

Betrachtet man aber die gerade Polare P von p, so gehen 
die ersten Polaren aller Puncte dieser Geraden durch p, und 
unter ihnen gibt es nach Nr. 88c. nur 3(n — 2) a — 3, welche ei- 
nen Doppelpunct besitzen. Der Punct o stellt also drei Durch- 
schnittspuncte der Geraden P mit der Curve von Steiner vor, 
und es ist augenblicklich klar, dasz diese Eigenschaft aus- 
schlieszlich der Geraden P zukommt. 

Daraus folgt der Satz: 

Lehrsatz XI. Hat eine erste Polare in p eine Spitze, 
so ist der Pol o derselben eine Spitze der Curve von 
Steiner, weiche in diesem Puncte die gerade Polare von 
p %ur Rückkehrtangente hat*). 

Mit Bezug auf die in Nr. 1184. bestimmte Zahl der Spitzen 
der Curve von Steiner folgt weiter: 

Lehrsatz XII. In einem geometrischen Netze (n — 1)- 
ter Ordnung gibt es 12(*i — 2)(n— 3) Curven, deren jede 
eine Spitze hat. 

122. Die letzte Polare einer Curve berührt die 
Curve von Steiner in den entsprechenden Puncten 
der Durchschnittspuncte der gegebenen Curve mit 
der Curve von Hesse. Eine Curve Cm der m-ten Ordnung 
trifft die Curve von Hesse in 3m(n — 2) Puncten; die geraden 
Polaren dieser Puncte sind nach Nr. 103 c. und Nr. 108 ff. sowol 
Tangenten der (» — l)-ten Polare von C m , als der Curve von 
Steiner. Es sei nun p einer der obigen Puncte und o der 
Punct, in welchem die gerade Polare von p die Curve von 



*) Steiner bewies, dasz die Curve von Steiner, die er selbst Kern- 
curve nennt, 12(n — 2)(n — 3) Spitzen habe (Crelles Journal T. 47. 8.4). 
Clebschy der dieselbe Zahl für die ersten Polaren erhielt, die eine Spitze 
haben, vennuthete deshalb, dasz die Pole dieser letzteren die Spitzen der 
Curve von Steiner bilden würden, und bewies diese Eigenschaft im Falle 
n = 4. (JUeber Curven vierter Ordnung, Crefte-Borchardts Journal, T. 59. 
Berlin, Eeimer, 1861, S. 131). 

Cremona, Ebene Curven. 13 
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Steiner berührt, so hat die erste Polare von o in p einen 
Doppelpunct, das heiszt, sie hat in ihm zwei zusammenfallende 
Puncte mit C m gemein. Da nun die (»— l)-te Polare von C m 
nach Nr. 103. der Ort der Pole der ersten Polaren ist, welche 
C m berühren, so wird o ein Punct dieser (n-l)-ten Polare 
sein. Folglich gilt der Satz: 

Lehrsatz XIU. Die (n — \)-te Polare einer gegebenen 
Curve m-ter Ordnung berührt die Curve von Steiner in 
3m(n— 2) Punclen, die Pole von ebenso vielen ersten Pola- 
ren sind, deren Doppelpuncte aus den Durchschnittspuncten 
der gegebenen Curve mit der Curve von Hesse bestehend. 

Für m=l entsteht hieraus: 

Lehrsatz XIV. Eine beliebige Gerade R schneidet die 
Curve von Hesse in 3(n — 2) Punclen, die für ebensoviele 
erste Polaren Doppelpuncte bilden. Die Pole dieser ersten 
Polaren sind die Berührung spunde der Curve von Stei- 
ner und der {n — \)-ten Polare von R. 

Es fallt nun sogleich in die Augen, dasz: 

Wenn R eine gewöhnliche Tangente der Curve von Hesse 
ist, die (n — l)-te Polare von R mit der Curve von Steiner 
eine vierpunctige und 3» — 8 zweipunctige Berührungen hat; 
dasz ferner : 

Wenn R eine Wendetangente der Curve von Hesse ist, 
die (n— l)-te Polare von R mit der Curve von Steiner eine 
sechspunctige und 3(*i— 3) zweipunctige Berührungen eingeht; 
dasz endlich: 

Wenn R eine Doppeltangente der Curve von Hesse ist, 
die (n — l)-te Polare von R zwei vierpunctige und 3n — 10 zwei- 
punctige Beruhrungen mit der Curve von Steiner besitzt 

§. 21. 

Eigenschaften der zweiten Polaren. 

123. Gemeine und gemischte zweite Polaren ei- 
nes Punctes. Die erste Polare eines Punctes o in Bezug 
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auf die erste Polare eines andern Punctes o\ oder was nach 
Nr. 69c. dasselbe sagt, die erste Polare von o' in Bezug auf 
die erste Polare von o haben wir in Nr. 116. der Kürze wegen 
die gemischte zweite Polare (seconda polare mista) der Puncte 
O und o' genannt. Nehmen wir auf diese Benennung Rücksicht, 
so können wir die zweite Polare von 0, das heiszt, nach Nr. 69*. 
die erste Polare von o in Bezug auf die erste Polare von o 
auch als die gemeine zweite Polare {seconda polare pura) des 
PuDctes o bezeichnen. 

Geht nun die gemischte zweite Polare der Puncte 0 und 
o' durch den Punct a, so geht nach Nr. 69<f. die gerade Polare 
von 0 in Bezug auf die conische Polare von a durch 0'. Un- 
ter Beachtung von Nr. 108. folgt nun hieraus : 

Lehrsatz I. Die gemischte zweite Polare zweier Puncte 
o und o' ist der Ort der Puncte, für deren conische Po- 
lare die Puncte o und o' conjugierte Pole vorstellen. 

Daraus folgt, dasz, wenn wir in einer gegebenen Geraden 
R zwei Puncte 0 und o' annehmen, die in Bezug auf die co- 
nische Polare eines Punctes a conjugiert sind, die gemischte 
zweite Polare von o und o' durch a geht. Die Punctepaare 
auf R, die in Bezug auf den ebenerwähnten Kegelschnitt con- 
jugiert sind, bilden eine quadratische Involution, deren Doppel- 
puncte e, f nach Nr. 108. durch die Durchschnittspuncte des 
Kegelschnitts mit der Geraden gebildet werden. Die Puncte 
e und f sind nun auszerdem Pole zweier gemeiner zweiter Po- 
laren, die durch a gehen. 

Hieraus folgt ferner, dasz es nutig, aber auch hinreichend 
ist, damit eine gemischte zweite Polare, deren Pole o und o' 
auf 7? liegen, durch a geht, wenn o und o' den Abschnitt ef 
harmonisch teilt, das heiszt: Sind o und o', e, f vier harmo- 
nische Puncte, so geht «die gemischte zweite Polare von o und 
o' durch die Pole aller conischen Polaren, die die Puncte e 
und f enthalten. Nun liegt, sobald eine conische Polare durch 
zwei Puncte e und /"geht, der Pol derselben nach Nr. 69a. auf 
der gemeinen zweiten Polare von e und also ebenso auch auf der 
von f. Die (n — l) 2 Durchschnittspuncte dieser beiden zweiten 
Polaren sind die Pole von ebensovielen conischen Polaren, die 
durch e und f gehen, sind also auch Puncte, die allen ge- 

13* . 
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mischten zweiten Polaren gemein sind, die durch a gehen, und 
deren Pole auf R liegen. Daher 

LebrsatzU. Die gemischten zweiten Polaren, die durch 
einen gegebenen Punct gehen und ihre Pole auf einer ge- 
gebenen Geraden haben, bilden ein Curvenbüschel der 
(n — 2)-/e#i Ordnung. 

Soll eine gemischte zweite Polare, deren Pole auf R liegen, 
durch zwei Puncte a und b gehen, so ist sie vollständig und 
auf eine einzige Art bestimmt. Die Puncte von R nämlich, die 
zu zwei und zwei in Bezug auf die conische Polare von a ein- 
ander conjugiert sind, bilden eine Involution. Eine zweite In- 
volution entsteht auf dieselbe Weise durch den Punct b. Die 
gemeinschaftlichen conjugierten Puncte beider Involutionen (M. 
8. Nr. 256.) sind die Pole der gesuchten gemischten zweiten 
Polare. 

Wir schlieszen weiter: 

Lehrsatz III. Die gemeinen und gemischten zweiten 
Polaren, deren Pole auf einer gegebenen Geraden liegen, 
bilden ein geometrisches Netz der (n—2)-ten Ordnung. 

Auszerdem bilden die gemeinen zweiten Polaren der Puncte 
der gegebenen Geraden eine Reihe vom Iudex 2, das heiszt, 
durch einen beliebigen Punct a gehen zwei gemeine zweite 
Polaren, deren Pole auf der gegebenen Graden — nnd auf der 
conischen Polare von a — liegen. Auch ist der Ort der Dop- 
pelpuncte der gemeinen und gemischten zweiten Polaren der 
Puncte der gegebenen Geraden, das heiszt die Curve von Hesse 
des oben erwähnten Netzes nach Nr. 92. eine Curve der 3(#i—3)- 
ten Ordnung. 

124. Ort der Beruh ru n gspu n c te der zweiten Polare 
einer Geraden mit den gemeinen zweiten Polaren 
ihrer Puncte. Wir haben soeben bemerkt, dasz durch zwei 
Puncte e und f der gegebenen Geraden R (n — 2)* conische 
Polaren gehen, deren Pole die Durchschnittspuncte der gemei- 
nen zweiten Polaren der Puncte von e und f sind. Nähern 
sich diese beiden Puncte ins Unendliche bis zum Zusammen- 
fallen in einen einzigen f, so haben wir (it — 2)* conische Po- 
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laren, die in /"die Gerade R berühren, und ihre Pole werden 
die Durchschnittspuncte der gemeinen zweiten Polare von f mit 
der gemeinen zweiten Polare des diesem Puncte unendlich nahen 
Punctes von R sein, das heiszt, es werden ebensoviele Be- 
rührungspuncte der gemeinen zweiten Polare von / mit der 
zweiten Polare der gegebenen Geraden sein, das ist nach Nr. 104. 
mit der Einhüllenden der gemeinen zweiten Polare der Puncte 
von R, oder dem Orte der Puncte der conischen Polaren, die 
R berühren. 

Wir haben ferner bemerkt, dasz, wenn o, 0', e, f vier har- 
monische Puncte von R sind, die gemischte zweite Polare von 
0 und o' durch die (n — 2) 2 Durchschnittspuncte der gemeinen 
zweiten Polaren von e und / geht. Nun fällt nach Nr. 4., vor- 
ausgesetzt, dasz e, f in einen einzigen Punct f zusammenfallen, 
auch einer der andern beiden Puncte, etwa o', mit / zusammen. 
Die gemischte zweite Polare zweier Puncte o und f von R 
geht daher durch die (n — 2) a Puncte, in denen die gemeine 
zweite Polare von / die zweite Polare von R berührt. Folglich 
entststeht : 

Lehrsatz IV. Die Curve %n—*l)-ter Ordnung, zweite 
Polare einer gegebenen Geraden R, berührt in (n— 2) 2 
Punclen die gemeine zweite Polare eines beliebigen Pun- 
ctes o von R. Die 2(»— 2)* Puncte, in denen die zweite 
Polare von R von den gemeinen zweiten Polaren zweier 
Puncte o und o' von R berührt wird, liegen alle auf ein 
und derselben Curve der (n — 2)-ten Ordnung, nämlich 
auf der gemischten zweiten Polare der Puncte o und o*. 

a. Aehnlichkeit der Eigenschaften der zweiten 
Polaren einer Geraden mit denen eines Kegelschnit- 
tes. Aus Alle dem läszt sich herleiten, dasz die zweite Po- 
lare einer Geraden in Bezug auf die gemeinen und gemischten 
zweiten Polaren der Puncte dieser Geraden alle Eigenschaften 
und Relationen besitzt, die zwischen einem Kegelschnitt und 
den Geraden bestehen, die ihn berühren, oder schneiden. 

Einhüllende einer Reihe vom Index % Dieses 
wichtige Resultat ist nicht ausschlieszliches Eigenthum der 
zweiten Polaren, sondern erstreckt sich auf ein beliebiges Netz. 
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In einem gegebenen geometrischen Curvennetze »i-ter Ordnung 
gibt es eine unbegrenzte Zahl von Curven, die eine Reihe vom 
Index 2 bilden. Die Einhüllende der Reihe ist eine Curve, 
die jede eingehüllte Curve in den m 2 Puncten berührt, in der 
diese letztere die unmittelbar folgende Eingehüllte schneidet. 
Durch einen beliebigen Punct gehen aber nur zwei Eingehüllte, 
diese fallen also zusammen, wenn der Punct auf der Einhüllen- 
den angenommen wird. Daraus folgt, dasz die Einhüllende eine 
Eingehüllte nicht treffen kann, ohne sie gleichzeitig zu berüh- 
ren, und da also diese beiden Curven sich in m 2 Puncten be- 
rühren, so ist die Einhüllende der Curven der vorgelegten Reihe 
eine Curve der 2m-ten Ordnung. 

Alle Curven eines Netzes, die durch ein und denselben 
Punct gehen, bilden ein Büschel. Nun entstehen die Berüb- 
rungspuncte der Einhüllenden mit einer Eingehüllten aus dem 
Durchschnitt dieser letzteren mit der unmittelbar folgenden 
Eingehüllten; diese Durchschnittspuncte bilden daher die Ba- 
sis eines Curvenbüschels des Netzes. Alle Curven des Netzes 
also, die durch einen Punct gehen, in dem die Einhüllende 
Tangente an eine gegebene Eingehüllte ist, gehen auch durch 
die andere m 2 — \ Berührungspuncte der Einhüllenden mit der- 
selben Eingehüllten., 

Durch zwei Puncte, in denen die Einhüllende von zwei ver- 
schiedenen Eingehüllten berührt wird, geht nur eine einzige 
Curve des Netzes. Eine beliebige Curve also, die wol dem 
Netze angehört, aber nicht der Reihe, schneidet die Einhüllende 
in 2m 2 Puncten, in denen diese von zwei Curven der Reihe 
berührt wird. 

c. Eigenschaften der Durchschnittspuncte der 
Curve von Hesse des Netzes mit der zweiten Polare 
von Ä. Wir kehren zu der zweiten Polare der Geraden R zu- 
rück. Die (»— l) 9 Berührungspuncte zwischen dieser Curve 
und der gemeinen zweiten Polare eines Punctes o von R bilden 
die Basis eines Curvenbüschels von gemischten zweiten Pola- 
ren, deren Pole 0 und ein variabler Punct auf R sind. Fallen 
zwei dieser Berühungspuncte in einen einzigen zusammen, so 
haben die Curven des Büschels in ihm die Tangente gemein, 
und für eine von ihnen ist nach Nr. 47. dieser Punct ein Dop- 
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pelpunct. Er gehört deshalb der Curve von Hesse des Netzes 
an, das nach Nr. 123. von den gemeinen und gemischten zwei- 
ten Polaren der Puncto von R gebildet wird. In jedem der 
6(n— 2)(n— 3) Durchschnittspuncte dieser Curve von Hesse 
mit der zweiten Polare von R hat diese letzte Curve eine vier- 
punctige Berührung mit einer gemeinen zweiten Polare, deren 
Pol auf R liegt, und die dieselbe Curve noch in (w-2) a — 2 
andern verschiedenen Puncten berührt. 

125. Andere Erklärung der zweiten Polare einer 
Geraden. Die zweite Polare der Geraden R kann auch als 
Ort der Durchschnittspuncte der entsprechenden Curven zweier 
projectivischer Curvenbüschel betrachtet werden. Es seien 0 
und 0' zwei feste Puncte und i ein variabler Punct auf R. Die 
gemischten zweiten Polaren respective der Puncte o, i und 0', i 
schneiden sich in (n — 2) 2 Puncten, die der zweiten Polare von 
R angehören, weil in ihnen nach Nr. 124. die Berührung dieser 
Curve mit der gemeinen zweiten Polare von t Statt hat. Läszt 
man i sich auf R bewegen , während o und o' fest bleiben, so 
erzeugen die eben erwähnten beiden gemischten zweiten Po- 
laren zwei projectivische Curvenbüschel der (n — 2)-ten Ord- 
nung, und der Ort der Durchschnittspuncte zweier entsprechen- 
der Curven ist ist genau die zweite Polare von R. 

Für die Puncte o und o' kann man offenbar zwei beliebige 
andere zu substituieren, wenn sie nur auf R liegen, da die 
(n— 2) a Durchschnittspuncte der gemischten zweiten Polaren 
von o, i und o', i nach Nr. 77. nichts Anderes sind, als die » 
Pole von R in Bezug auf die erste Polare von t. Hieraus er- 
gibt sich folgende andere Definition (M. s. Nr. 86.) : 

Lehrsatz V. Die zweite Polare einer Geraden ist der 
Ort der Pole dieser Geraden in Bezug auf die erste Po- 
lare eines variablen Punctes derselben Geraden*). 

a. Gemeine und gemischte zweite Polaren einer 
Geraden. Diese Erklärung führt fast von selbst auf eine 
wichtige Verallgemeinerung. Wenn nämlich zwei Gerade R 
und R! gegeben sind, was ist dann der Ort der Pole der einen 

*) Salmon, Higher plane an res, j>. 152. 



Digitized by Google 



200 



Zweites Capüel. 



[§.21. 



Geraden in Bezug auf die erste Polare eines Punctes, der sich 
auf der andern bewegt? Es seien in ff beliebig zwei Puncte 
o und o' fixiert, und auf R ein beliebiger Punct * angenommen, 
so schneiden sich die gemischten zweiten Polaren der Puncte 
o, i' und ö', i in (n — 2) 2 Puncten, welche die Pole von ff in 
Bezug auf die erste Polare von t sind. Laszen wir f sich auf 
R bewegen, so erzeugen die erwähnten gemischten zweiten 
Polaren zwei projectivische Curvenböschel (» — 2)-ter Ordnung, 
und der Ort der Durchschnittspuncte zweier correspondierender 
Curven ist eine Curve der 2(n — 2)-ten Ordnung, die offenbar 
die gesuchte ist. Ihr kann man den Namen gemischte weite 
Polare der Geraden R und ff geben, um sie von der gemeinen 
weiten Polare von Ä, die wir oben definierten, zu unterscheiden. 

b. Weitere Definition der gemischten zweiten 
Polare zweier Geraden. Wie die gemeine zweite Polare 
von R der Ort der Puncte ist, deren conische Polaren von R 
berührt werden, so gilt von der gemischten zweiten Polare 
zweier Geraden R und ff der Satz: 

Lehrsatz VI. Die gemischte weite Polare weier Gera- 
den R und ff ist der Ort eines Punctes, in Bevug auf 
dessen conische Polare die Geraden R und ff einander 
conjugiert sind. 

Gehen nämlich sowol die zweite gemischte Polare von o 
und t , als die von o 4 und i durch den Punct a, so geht die 

gerade Polare von i in Bezug auf die conische Polare von a 

nach Nr. 123. durch o und 0% das heiszt i ist der Pol von ff 

in Bezug auf diesen Kegelschnitt, w. z. b. w. 

c. Eigenschaften des Durchscb nittspunctes bei- 
der Geraden. Läszt man in den vorhergehenden Untersu- 
chungen in a. den Punct t mit dem Durchschnittspuncte der 
Geraden R und R' zusammenfallen, so findet sich, dasz die ge- 
mischte zweite Polare dieser beiden Geraden durch die (n — 2) a 
Puncte geht, in denen sich die gemischten zweiten Polaren der 
Puncte 0, i und o\ i schneiden, das heiszt nach Nr. 124. durch 
die (n — 2)* Puncte, in denen die gemeine zweite Polare von i 
die gemeine zweite Polare von ff berührt. Folglich gilt der Satz: 

Lehrsatz VII. Die gemeine weite Polare des Durch- 
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schnitt8punc(es zweier Geraden berührt jede der gemeinen 
weiten Polaren dieser Geraden in (n — 2) a Funden. Diese 
2(n— 2) 2 Berührungspuncte liegen alle auf der gemischten 
zweiten Polare derselben beiden Geraden. 

126. Die gemeinen und gemischten zweiten Po- 
laren der Geraden, die durch einen Punct gehen, bil- 
den ein Netz. Soll die gemischte zweite Polare zweier 
Geraden R und JT, die sich in einem gegebenen Puncto t* schnei- 
den, durch einen andern vollständig gegebenen Punct o gehen, 
so ist es nach Nr. 1 25 6. notwendig, aber auch hinreichend, dasz 
diese beiden Geraden in Bezug auf die conische Polare von o 
conjugiert sind, das heiszr, dasz sie mit dem von i aus an die 
coniscbe Polare von o gelegten Tangenten E und F ein har- 
monisches Stralenbüschel bilden. Bilden daher die Geraden 
R, R'j E, F ein harmonisches Stralenbuschel, so geht die ge- 
mischte zweite Polare von R und R 4 durch die Pole aller co- 
nischen Polaren, die die Geraden E und F berühren. Nun liegt 
aber nach Nr. 1046. und Nr. 124., wenn eine conische Polare 
diese beiden Geraden berührt, der Pol auf der gemeinen zwei* 
ten Polare dieser beiden Geraden. Die 4(n — c 2) 2 Durchschnitts- 
punete dieser beiden Curven sind also die Pole von ebensovielen, 
dem Winkel EF eingeschriebenen conischen Polaren, sind also 
Punete aller gemischten zweiten Polaren, welche den Punct o 
enthalten, der Geraden, welche durch i gehen. Diese gemisch- 
ten zweiten Polaren bilden also ein Curvenbüschel. 

Hieraus folgt, dasz durch zwei gegebene Punete o und o' nur 
eine einzige gemischte zweite Polare von zwei Geraden geht — 
die aber nicht gegeben sind — , die durch einen gegebenen Punct 
i gehen. Daraus folgt : 

Lehrsatz VIII. Die gemeinen und gemischten zweiten 
Polaren von Geraden, die durch einen gegebenen Punct 
gehen, bilden ein geometrisches Curvennetz der 2(n — 2)- 
ten Ordnung. 

Von welchem Index ist die Reihe der gemeinen zweiten 
Polaren aller Geraden, die durch den gegebenen Punct f* gehen? 
Wir untersuchen, wieviele dieser zweiten Polaren durch einen 
beliebigen Punct 0 gehen. Die Einhüllende der Geraden, deren 
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gemeine zweite Polare durch o gehen, ist nach Nr. 104^. die 
conische Polare desselben Punctes. An sie kann, man von i 
zwei Tangenten legen. Durch i gehen daher auch nur zwei 
Gerade, deren gemeine zweite Polaren den Punct o enthalten. 
Daher der Satz: 

Lehrsatz IX. Die gemeinen zweiten Polaren der Ge- 
raden, die durch einen gegebenen Punct gehen, bilden 
eine Reihe vom Index 2. 

127. Die gemeine zweite Polare einer Geraden 
berührt die Curve von Hesse in allen Puncten, die 
sie mit ihr gemein hat. Es sei p ein der gemeinen zweiten 
Polare von R und der Curve von Hesse für die Fundamental- 
curve C n gemeinschaftlicher Punct. Betrachtet man denselben 
als der ersten Curve angehürig, so ist p der Pol einer conischen 
Polare die R berührt, und gehört er der Curve von Hesse 
an, so entspricht demselben Puncto als conische Polare ein 
Paar gerader Linien, die sich im entsprechenden Puncte 0 der 
Curve von Steiner schneiden. Es gibt also soviel Durch- 
schnittspunete der Curve von Hesse und der zweiten Polare 
von R, als es Durchschnittspuncte von R mit der Curve von 
Steiner gibt, das heiszt 3(n— 2) a . Daraus folgt: 

Lehrsatz X. Die gemeine zweite Polare einer belie- 
bigen Geraden berührt die Curve von Hesse in den 3(»-2) 2 
Puncten, die sie mit derselben gemein hat. 

Da die conische Polare von p durch zwei in o zusammenlau- 
fende Gerade gebildet wird, so hat die Gerade R, die durch 
o geht, in Bezug auf diesen Kegelschnitt eine unbegrenzte 
Zahl von Polen die nach Nr. 110a. alle auf einer zweiten Gera- 
den, die auch durch o geht, gelegen sind. Daher enthält eine 
Gerade R' , die beliebig, aber nicht durch o gezogen ist, einen 
Pol von R in Bezug auf die conische Polare von p, das heiszt 
nach Nr. 1256., p ist ein Punct der gemischten zweiten Polare 
der Geraden R und R. Daraus ergibt sich: 

Lehrsatz XI. Die 6(n— 2)* Puncte, in denen die Curve 
von Hesse von den zwei gemeinen zweiten Polaren zweier 
Geraden berührt wird, liegen sämmtlich auf der gemisch- 
ten zweiten Polare dieser beiden Geraden. 
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Die gemeinen zweiten Polaren der Geraden, die durch ei- 
nen gegebenen zweiten Punct i gehen, bilden nach Nr. 126. 
eine Reihe der 2(n — 2)-ten Ordnung und vom Index 2, werden 
also nach Nr. 1246. von einer Curve der 4(n— 2)-ten Ordnung 
umhüllt. Diese Curve ist nach Nr. 125c. aus der Curve von 
Hesse und der gemeinen zweiten Polare des Punctes i zu- 
sammengesetzt, und die 8(n— 2) a Puncte, in denen die gemei- 
nen zweiten Polaren zweier dieser Geraden die Curve von 
Hesse und die gemeine zweite Polare von i berühren, liegen 
sämmtlich auf der gemischten zweiten Polare derselben beiden 
Geraden. 

a. Die Curve von Hesse beröhrt die zweite Po- 
lare des dem Berührungspuncte entsprechenden Pun- 
ctes der Curve von Steiner. Wir haben bewiesen, dasz 
die gemeine zweite Polare von R die Curve von Hesse in p 
berührt. Auszerdem geht auch die gemeine zweite Polare von 
0 durch p, so dasz dieser Punct für die erste Polare von o 
ein Doppelpunct ist. Andererseits berühren sich die gemeine 
zweite Polare von o und die gemeine zweite Polare von R t 
einer Geraden, die durch o gebt, nach Nr. 124. in allen Puncten, 
in den sie sich treffen. Daraus flieszt: 

Lehrsatz XII. Die Curve von Hesse berührt in einem 
beliebigen ihrer Puncte die gemeine zweite Polare des 
entsprechenden Punctes der Curve von Steiner. 

b. Eigenschaften der Tangenten der Curve von 
Hesse und Steiner in den Puncten p und o. Aus dem 
Vorhergehenden folgt, dasz die Tangente der Curve von Hesse 
in p nach Nr. 74c. der zu po in Bezug auf die beiden Geraden, 
welche die erste Polare von o im Doppelpuncte p berühren, 
zugeordnete harmonische Stral ist, und dasz, wenn die erste 
Polare von o in p eine Spitze hat, in ihm die Rückkehrtangente 
auch die Curve von Hesse berührt. 

Dem analog ist die Tangente der Curve von Steiner in 
o der zu po in Bezug auf die beiden Geraden, welche die co- 
nische Polare von p bilden, zugeordnete harmonische Stral. 

c. Weitere Eigenschaften des Punctes p. Be- 
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trachtet man eine «weite durch o gelegte Gerade R, so wird 
die gemeine zweite Polare dieser Geraden die Curve von Hesse 
ebenfalls im Puncte p berühren. Umgekehrt: die Geraden, de- 
ren gemeine zweite Polaren durch p gehen, sind nach Nr. 104#. 
die Tangenten der conischen Polare von p; aber dieser Kegel- 
schnitt löst sich in zwei durch o gelegte Gerade auf, so dasz 
alle Gerade, deren gemeine zweite Polaren durch p gehen, den 
Punct o enthalten. 

Die Curve von Hesse wird daher in p sowol von der ge- 
meinen zweiten Polare von 0 als den gemeinen und gemisch- 
ten zweiten Polaren aller Geraden berührt, die durch o gehen. 

d. DieGerade R als Tangente der Curve von Stei- 
ner. Wie die Berührungspuncte der Curve von Hesse mit 
der gemeinen zweiten Polare einer Geraden R den Durchschnitts* 
puncten von R mit der Curve von Steiner entsprechen, so 
wird, wenn R diese letztere Curve im Puncte o berührt, die 
gemeine zweite Polare von R eine vierpunctige Berührung mit 
der Curve von Hesse im entsprechenden Puncte p eingehen 
und dieselbe auszerdem noch in 3(n— 2) 2 — 2 andern Puncten 
einfach berühren. 

Die Tangenten an die coniscbe Polare eines Punctes i sind 
nach Nr. 104#. die einzigen Geraden, denen gemeine zweite 
Polaren entsprechen, die durch t gehen. Dieser Kegelschnitt 
bat aber 6(n — l)(n— 2) Tangenten mit der Curve von Steiner 
gemein, so dasz die Reihe der gemeinen zweiten Polaren — 
von Geraden — , die eine vierpunctige Berührung mit der Curve 
von Hesse eingehen, vom Index 6(n — — 2) ist. 

Ist R eine Doppeltangente der Curve von Steiner, so 
bat die gemeine zweite Polare von R mit der Curve von Hesse 
zwei vierpunctige und 3(n — 2)* — 4 zweipunctige Berührungen. 

Ist endlich/? eine Wendetangente der Curve von Steiner, 
so hat die gemeine zweite Polare von R mit der Curve von 
Hesse eine sechspunctige und auszerdem 3(#i— 2) a — 3 zwei- 
punctige Berührungen. 

128. Gerade Linien, deren zweite Polaren einen 
Doppelpunct besitzen. Wie sind die Geraden beschaffen, 



Digitized by Google 



Nr. 127c— 129.] Theorie der Polaren. 205 

deren gemeine zweite Polaren einen Doppelpunct besitzen? 
Da die gemeine zweite Polare einer Geraden R der Ort der 
Pole ist, deren conische Polaren R berühren, so ist es, wenn die 
zweite Polare einen Doppelpunct haben soll, notwendig, dasz 
die conische Polare mit R mehr als zwei Puncto gemein habe, 
das heiszt, dasz sie eine conische Polare sei, die sich in zwei 

gerade Linien auflöst, deren eine R ist. Daraus folgt: 

• 

Lehrsatz XIII. Die Geraden, deren gemeine weite 
Polaren mit einem Doppelpuncte entsprechen, sind dieje- 
nigen, welche zu zwei und zwei die conischen Polaren der 
Puncle der Curve von Hesse darstellen. Die Doppelpuncte 
der gemeinen zweiten Polaren dieser Geraden sind eben 
diese Puncte der Curve von Hesse. 

Die gemeine zweite Polare eines beliebigen Punctes i 
schneidet die Curve von Hesse in 3(it — 2)* Puncten, den Po- 
len von ebensovielen conischen Polaren, die durch i gehen, 
deren jede aus dem System zweier Geraden besteht. Daraus 
folgt: 

Lehrsatz XIV. Die Geraden, welche die conischen 
Polaren der Puncte der Curve von Hesse darstellen, wer- 
den von einer Curve der 3(ji-2)*-ten Classe umhüllt. 

129. Ort eines Punctes, deszen conische Polare 
in ein einem gegebenen Kegelschnitt conjugiertes 
Dreiseit eingeschrieben ist. Die gemischte zweite Polare 
zweier Geraden R und R ist der Ort der Puncte, für welche 
die Tangenten, die man an ihre conische Polare vom Puncte 
R'R aus legen kann, mit diesen Geraden harmonische Stra- 
lenbü'schel bilden. Solche conische Polaren erzeugen eine Reihe 
vom Index 2(n— 2)*, da dieses die Zahl der Puncte ist, in denen 
die erwähnte gemischte zweite Polare von der gemeinen zweiten 
Polare eines beliebigen Punctes geschnitten wird. Nach Nr. 85. 
gibt es also unter diesen Kegelschnitten 4(n — 2)* die eine 
beliebige Gerade berühren. 

Nun sei ein beliebiger Kegelschnitt C gegeben, und man 
verlange, den Ort eines Punctes zu bestimmen, deszen conische 
Polare in ein der Curve C conjugiertes Dreiseit eingeschrieben 
sei. Es sei a ein beliebiger Punct, und A die gerade Polare 
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von a in Bezug auf C. Es gibt nun 4(n— 2)* conische Polaren, 
die A und zwei sich in a schneidende Gerade berühren, die 
in Bezug auf C einander conjugiert sind, das heiszt 4(*i— 2) 2 
conische Polaren, die zu C conjugierten Dreiseiten eingeschrie- 
ben sind, deren eine Seite A ist. Die conischen Polaren die 
A berühren, haben aber ihre Pole auf der gemeinen zweiten 
Polare von A, so dasz daher der gesuchte Ort 4(n — 2) a Puncte 
mit der gemeinen zweiten Polare einer beliebigen Geraden ge- 
mein hat. Das heiszt, er ist eine Curve der 2(n — 2)-ten Ord- 
nung. 

Hat ein dem Kegelschnitt C conjugiertes Dreiseit einen 
Scheitel o auf dieser Curve, so fallen zwei Seiten mit der Tan- 
gente zusammen, und die dritte ist eine beliebige durch o ge- 
legte Gerade. Gehört dieser Punct o der Curve von Stei- 
ner an, das heiszt, ist o der Doppelpunct der conischen Polare 
eines Punctes p der Curve von Hesse, so kann dieser Kegel- 
schnitt als in dieses Dreiseit eingeschrieben betrachtet werden. 
Folglich entsteht: 

Lehrsatz XV. Der Ort eines Punctes, dessen conische 
Polare in ein einem beliebigen gegebenen Kegelschnitt 
conjugiertes Dreiseit eingeschrieben ist, ist eine Curve 
der 2(n—2)-ten Ordnung, welche die Curve von Hesse 
in den Puncten schneidet, die den Durchschnittspuncten 
der Curve von Steiner mit dem gegebenen Kegelschnitt 
entsprechen. 

Diese Curve der 2(n — 2)*ten Ordnung ist, wenn der ge- 
gebene Kugelschnitt in ein Paar gerade Linien degeneriert, 
nichts Anderes, als die gemischte zweite Polare eben dieser 
Geraden. 

Einem jeden beliebigen Kegelschnitt entspricht daher eine 
bestimmte Curve der 2(n— 2)-ten Ordnung, und gemäsz dem 
Theorem in Nr. Ulf. ist augenblicklich klar, dasz allen Kegel- 
schnitten, die demselben Viereck umgeschrieben sind, ebenso- 
viele Curven der 2(n— 2)-ten Ordnung entsprechen werden, die 
ein Curvenbüschel bilden. 
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Die Curven von Hesse und Cayley einer Curve 

dritter Ordnung. 

130. Nähere Bestimmung der zu betrachtenden 
Curven dritter Ordnung. Wir wollen jetzt die im Vorher- 
gehenden auseinandergesetzte allgemeine Theorie auf den Fall 
anwenden, dasz die Fundamentalcurve von der dritten Ordnung, 
also eine Curve C 3 sei, die wir ohne vielfache Puncte voraus- 
setzen. Daraus folgt dann nach Nr. 70., dasz sie von der sechs- 
ten Classe ist, und nach Nr. 100., dasz sie neun Wendepuncte 
besitzt. 

a. Gerade und conische Polare eines Punctes. 
Jede Gerade hat vier Pole. Jeder beliebige Punct ist nach 
Nr. 68. der Pol einer conischen und einer geraden Polare. 

Durch zwei beliebig gewählte Puncte geht nach Nr. 77 a. 
nur eine einzige conische Polare. Alle conischen Polaren, die 
durch einen Punct o geben, haben noch drei andere Puncte o lt 
0-2» °a gemeinschaftlich, und ihre Pole liegen sämmtlich auf ein 
und derselben Geraden, welche die Polare eines jeden der 
vier Puncte 0, O t , 0 2 , 0 3 ist. 

Eine Gerade hat daher vier Pole, und zwar die Scheitel 
des Vierecks, das den conischen Polaren der Puncte dieser 
Geraden eingeschrieben ist. 

Alle Gerade, die durch denselben Punct o gehen, haben 

Cr e mono, Ebene Curven. 14 
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ihre Pole auf einem Kegelschnitte, der nach Nr. 69«. die co- 
nische Polare von o ist. 

b. Gemischte zweite Polare zweier Puncte. Die 
gerade Polare eines Punctes o' in Bezog auf die conische Po- 
lare eines andern Punctes 0 fällt nach Nr. 69c. mit der geraden 
Polare von 0 in Bezug auf die conische Polare von o' zusam- 
men. Daraus folgt, dasz, wenn man von o die Tangenten an 
die conische Polare von o' und von o' die Tangenten an die 
conische Polare von o legt, die vier Beruhrungspuncte in ein 
und derselben Geraden liegen, die nach Nr. 123. die gemischte 
weite Polare der Puncte o und o' ist. 

c. Die Fundamentalcurve ist von der sechsten 
Classe. Von einem beliebigen Puncte o der Ebene kann man 
im Allgemeinen sechs Tangenten an die gegebene Curve dritter 
Ordnung legen, da dieselbe eine Curve sechster Classe ist. 
Die sechs Beruhrungspuncte liegen alle auf der conischen Po- 
lare des Punctes 0. 

d. Der Punct o als Punct der Fundamentalcurve. 
Ist 0 aber ein Punct der Curve dritter Ordnung, so wird diese 
in ihm sowol von der geraden als von der conischen Polare 
desselben Punctes berührt. In diesem Falle gehen von o nur 
vier Gerade aus, welche die Curve dritter Ordnung in andern 
Puncten berühren. Die Beruhrungspuncte sind nach Nr. 71. 
die vier Durchschnittepuncte dieser Curve mit der conischen 
Polare von 0. 

131. Das anharmonische Verhältnisz der vier Tan- 
genten, die man von einem Puncte der Fundamental- 
curve an dieselbe legen kann, ist constant Es sei o 
ein Punct der Curve dritter Ordnung, welche die conische Po- 
lare dieses Punctes auszer im Beruhrungspuncte 0 noch in <t, 
b, c, d schneidet, so dasz also nach Nr. 130 d. die Geraden 
o(a, b, c, d) die Tangenten der Curve dritter Ordnung in den 
Puncten a, b, c, d sein werden» 

Nach Nr. 30. wird eine Tangente von der unendlich nahen 
Tangente in ihrem Berührungspuncte geschnitten. Ist also O* 
der Punct der Grundcurvc, der unmittelbar auf 0 folgt, so sind 
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die Geraden o'(a, b, c, d) die vier Tangenten, die man durch o' 
legen kann. Da nun die conische Polare von o die Curve drit- 
ter Ordnung in o berührt und in a, b, c, d schneidet, so liegen 
die sechs Puncte 0, 0', a, b, c, d alle auf demselben Kegel- 
schnitt, das heiszt nach Nr. 62., die beiden Büschel 0{a, b,c, d) 
und o'(a, b, c, d) haben dasselbe Doppelverhältnisz. Damit ist 
bewiesen, dasz das anharmonische Verhältnisz der vier Tan- 
genten, die man von einem Puncte o der Fundamentalcurve an 
dieselbe legen kann, sich nicht verändert, wenn man zum un- 
mittelbar folgenden Puncte übergeht. Das gibt den Satz: 

Lehrsatz I. Das anharmonische Verhältnis* des Bü- 
schels der vier Tangenten, die man von einem beliebigen 
Puncte einer Curve dritter Ordnung an dieselbe legen 
kann, ist conslant*). 

a. Die Durchschnitts puncte der Tangenten zweier 
Puncte der Fundamentalcurve liegen auf vier Kegel- 
schnitten. Aus dem Vorhergehenden folgt, dasz, wenn 
o(a, b, c, d) nnd 0'(a', b', &, d') die beiden Tangentenbüschel in 
Bezug auf zwei beliebige Puncte o und o' der Curve dritter 
Ordnung sind, die vier Puncte, in denen die Tangenten des 
ersten Büschels die entsprechenden Tangenten des zweiten 
Büschels schneiden, nach Nr. 62. auf einem Kegelschnitte liegen, 
der durch o und o' geht. Die Tangenten können sich nun aber 
auf vier verschiedene Weisen entsprechen, da nach Nr. 1. das 
Doppelverhältnisz des Büschels o(a, b, C, d) mit denen des Bü- 
schels o(b, a, d, c), o(c, d, a, b), 0(d, c, b, a) identisch ist. Die 
sechszchn Puncte also, in denen die vier Tangenten durch o 
die vier Tangenten durch 0' schneiden, liegen auf vier Kegel- 
schnitten, die durch o und o' gehen. 

b. Doppelverhältnisz einer Curve dritter Ord- 
nung. Das constante anharmonische Verhältnisz der vier Tan- 

•genten, die von einem beliebigen Puncte einer Curve dritter 
Ordnung an diese gelegt werden können, kann man Doppelter- 
hältnis% der Curve dritter Ordnung nennen. 



*) Salmon, Theoremes sur let courbes de troisieme degre. (Grelles 
Journal, T. 42. Berlin, Reimer, 1851. S. 2740 — Higher plane curves, p. 161. 
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Eine Curve dritter Ordnung heiszt harmonisch, wenn ihr 
unharmonisches Verhältnisz die negative Einheit ist, das heiszt, 
wenn die vier Tangenten, die von einem beliebigen Puncte der 
Curve an sie gelegt werden können, ein harmonisches Stralen- 
büschel bilden. 

Eine Curve dritten Grades heiszt äquianharmonisch, sobald 
das Doppelverhältnisz derselben eine imaginäre dritte Wurzel 
aus der negativen Einheit ist, das heiszt, wenn die vier durch 
einen ihrer Puncte gelegten Tangenten die drei anharmonischen 
Qrundverhältnis%e unter einander gleich haben (M. s. Nr. 27.). 

132. Die Curven von Hesse und Steiner fallen 
zusammen. Besteht die conische Polare eines Punctes o aus 
ein Paar Geraden, die sich in 0' schneiden, so ist umgekehrt 
nach Nr. 78. die conische Polare von 0' ein Paar in o sich 
schneidender Geraden. Folglich ist der Ort der Doppelpuncte 
der conischen Polaren, die sich in Paare gerader Linien auf- 
losen, auch der Ort ihrer Pole, das heiszt nach Nr. 88. und 90., 
die Curven von Steiner und von Hesse sind ein und dieselbe 
Curve der dritten Ordnung. 

a. Einhüllende der Geraden 00'. Auszerdem wird, 
da die Gerade 00' der Ort zweier Geraden ist, welche die bei- 
den Puncte O und o' der Curve von Hesse mit den entspre- 
chenden Puncten 0' und 0 der Curve \on % Steiner verbinden, die 
Einhüllende von 00', die dem allgemeinen Theoreme in Nr.98&. 
gemäsz von der sechsten Classe sein soll, sich in unserm Falle 
auf die dritte Classe reducieren*). 

6. Die Curve von Hesse eines Netzes zweiter Ord- 
nung. Die Puncte o und o' sind nach Nr. 98o. conjugierte 
Pole in Bezug auf irgend eine conische Polare, welche ein 
geometrisches Netz zweiter Ordnung bilden. Daher entsteht: 

« 

Lehrsatz 11. Der Ort der Paare von Polen, die in Be- 
zug auf die Curven eines Netzes von Kegelschnitten con- 



*) Cayley, Memoire sur les courbes du troisieme ordre (Journal de 
M. Liouville, aoüt 1844, p. 290). 
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jugiert sind, ist eine Curve der dritten Ordnung {Hie Curve 
von Hesse des Netzes) *). 

c. Die Curve vonHesse alsE inhüllende der gera- 
den Polaren ihrer Puncte. In der allgemeinen Theorie 
Nr. 118. und 127a. ist bewiesen, dasz die Curve \on Steiner 
in einem beliebigen Puncto von der geraden Polare des ent- 
sprechenden Punctes der Curve von Hesse berührt wird, und 
dasz die zweite Polare eines Punctes der Curve von Steiner 
die Curve von Hesse im entsprechenden Puncte berührt. Im 
Falle der Curve dritter Ordnung fallen diese beiden Eigenschaf- 
ten in eine zusammen, nämlich dahin, dasz die Tangente der 
Curve von Hesse in o die gerade Polare von o' ist. Daraus 
folgt : 

Lehrsatz III. Die Curve von Hesse ist die Einhül- 
lende der graden Polaren ihrer Puncte. 

Dieser Lehrsatz läszt die sechs Tangenten bestimmen, die 
man von einem beliebigen Puncte i an die Curve von Hesse 
legen kann. Die geraden Polaren, die durch t gehen, haben 
nämlich ihre Pole auf der conischen Polare von i, welche die 
Curve von Hesse in sechs Puncten schneidet, deren jeder als 
gerade Polare eine Tangente der Curve von Hesse hat, die 
durch i geht. Natürlich liegen die Berührungspuncte dieser 
sechs Tangenten auf der conischen Polare von i nach der Curve 
von Hesse genommen. 

133. Tangenten derCurve von Hesse in zwei con- 
ju gierten Polen. Es seien (Fig. 8) o und o 4 zwei in Bezug 
auf die conischen Polaren conjugierte Pole, dann ist die co- 
nische Polare von o das System zweier Geraden ab und cd, 
die sich in o' schneiden, und die conische Polare von o' wird 
aus zwei andern Geraden ad und bc gebildet, die sich in o 
schneiden. Schneiden sich diese beiden conischen Polaren 
gegenseitig in a, b, c, d, so sind dieselben nach Nr. 130a. die 
Pole der Geraden 00', und die Geraden ac und bd, deren Durch- 
sebnittspunet u sei, bilden die conische Polare eines Punctes 
der auf der Geraden oo* liegt. Die Puncte u und u 4 sind 

*) Hesse, Ueber die Wendepuncte «.,?.?«. S. 105. 



Digitized by Google 



214 Drittes CapiteL [§. 23. 

daher zwei neue conjugierte Pole, and tf ist der dritte Durch- 
schnittspanct der Curve von Hesse mit 00'. 

Nach Nr.69£.fällt die gerade Polare von ©' bezogen auf die 
Fundamentalcurve mit der Polare von 0' in Bezug auf den Ke- 
gelschnitt zusammen, den die beiden Geraden ad und bc bil- 
den. Folglich ist nach Nr. 132c. ou, die Tangente der Curve 
von Hesse im Puncte o, der zu 00' conjugierte harmonische 
Stral in Bezug auf ad und bc. Diese Eigenschaft kann man 
auch aus dem Theorem in Nr. 1276. herleiten. Dem analog 
ist O'u die Tangente der Curve von Hesse in o'. Hieraus folgt: 

Lehrsatz IV. Die Tangenten der Curve von Hesse 
in zwei conjugierten Polen o und o' schneiden sich in 
einem Puncte dieser Curve, der der conjugierte Pol des 
dritten Durchschniltspunctes derselben Curve mit der 
Geraden oo' ist. 



a. Correspondierende Puncte einer Curve dritter 
Ordnung. Zwei Puncte einer Curve dritter Ordnung heiszen 
correspondierende Puncte, sobald sie denselben Tangential- 
punct haben (m. s. Nr. 39 b.), das heiszt, wenn die Tangenten 
in diesen Puncten die Curve in demselben Puncte schneiden. 

Indem wir uns dieser Bezeichnung bedienen, können wir 
sagen, dasz zwei in Bezug auf ein Netz von Kegelschnitten 
conjugierte Pole correspondierende Puncte der Curve von Hesse 
dieses Netzes sind. 

b. Curve von Cayley der Fundamentalcurve. Da 
die geraden Polaren von o und 0' sich in u schneiden, so wird 
die conische Polare von u durch o und o' gehen. Da aber 
u ein Punct der Curve von Hesse ist, so besteht seine conische 
Polare aus der Geraden OO' und einer zweiten Geraden durch 
«'. Daraus folgt: 

Lehrsatz V. Eine Gerade, die zwei conjugierte Pole 
o und o' verbindet und folglich die Curve von Hesse in 
einem dritten Puncte uf schneidet, bildet einen Teil der 
conischen Polare des Punctes u, welcher der conjugierte 
Pol des Punctes W ist. 

Die Geraden, welche die conischen Polaren der Puncte 
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der Curve von Hesse bilden, werden nach Nr. 128. von einer 
Curve dritter Classe umhüllt. Diese fällt nun mit der Einhül- 
lenden der Geraden zusammen, welche zwei correspondierende 
Punctc der Curve von Hesse mit einander verbindet (M. s. 
Nr. 13i>fl.). 

. Dieser Curve geben wir den Namen Curve von Cayley 
der gegebenen Curve dritter Ordnung, zu Ehren des berühmten 
Cayley, der in einer seiner elegantesten analytischen Abhand- 
lungen die interessantesten Eigenschaften derselben zuerst auf- 
fand und bewies*). 

c. Tangenten von einem Puncte der Hesseschen 
Curve an die von Cayley. Die Tangenten, die man von 
einem Puncte o der Curve von Hesse an die von Cayley 
legen kann, sind die Gerade, welche o mit seinem conjugierten 
Pole 0' verbindet, und die beiden Geraden, welche die cooische 
Polare von o' bilden. 

- 

d. Andere Erklärung der Curven von Hesse und 
Cayley. Sind a, b, c, d die vier Pole einer Geraden R, so 
bilden die Geradenpaare (bc, ad), (ea, öd), (ab, cd) drei conische 
Polaren, deren Pole auf R liegen. Die Durchschnittspuncte die- 
ser drei Paare gerader Linien gehören also der Curve von 
Hesse an. Das gibt den Satz: 

Lehrsatz VI. Die Curve von Hesse ist der Ort der 
Diagonalpuncte, und die Curve von Cayley die Einhül- 
lende der Seiten des vollständigen Vierecks, deszen vier 
Scheitel die Pole einer beliebigen Geraden bilden. 

134. Vierseite, deren Scheitel correspondierende 
Puncte der Curve von Hesse sind. Es seien a, a'\ b, 
b' zwei Paare conjugierte Pole; c der Durchschnittspunct, der 
Geraden ab und a'b'\ € der der Geraden ab' und a'b. Dann 
sind a, a\ b, b', c, c' die sechs Scheitel eines vollständigen 
Vierseits, und da nach der Voraussetzung die Endpuncte der 
beiden Diagonalen aa! und bb' in Bezug auf eine beliebige co- 



*) A Memoir on curven of ihe third order (Philosophioal Transoction«, 
rol. 147, pwrtS, London 1857, p. 415—446). 
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nische Polare conjugierte Pole sind, so sind nach Nr. 109. auch 
die Puncto C und c' conjugierte Pole in Bezug auf das näm- 
liche Netz Kegelschnitte. Daraus folgt: 

Lehrsatz VII, Sind a, b, c drei Puncle der Curve 
von Hesse in gerader Linie, so bilden die drei Pole a', 
b', c', die ihnen bezüglich conjugiert sind, ein Dreieck, 
dessen Seilen b'c', c'a', a'b', respective durch a, b, c gehen. 

Hieraus ergibt sich, dasz, wenn zwei conjugierte Pole a 
und a' und ein dritter Punct b der Curve von Hesse gegeben 
sind, es, um den conjugierten Pol b' zu finden, genügt, die Gera- 
den ba und ba* zu ziehen. Diese schneiden nämlich die Curve 
neuerdings in c und c', und der gemeinschaftliche Punct der 
Geraden ca' und c'a ist dann der verlangte*). 

a. Involution der Verbindungslinien conjugier- 
ter Pole mit einem Puncte der Curve von Hesse. Die 
Geraden, die man von einem beliebigen Puncte 0 der Curve • 
von Hesse nach den conjugierten Polpaaren ziehen kann, bil- 
den eine quadratische Involution. Schneidet nämlich eine be- 
liebig durch o gelegte Gerade die Curve von Hesse in a und 

b, so liegen die conjugierten Pole a' nnd b' dieser Puncte eben- 
falls mit 0 in gerader Linie. Die Geraden oab und oa'b' sind 
also in der Art mit einander verbunden, dasz die eine die an- 
dere, und zwar nur auf eine Art bestimmt. Folglich u. s. vv. 

• 

b. Umkehrung des Vorigen. Sind umgekehrt sechs 
Puncte a, a'\ b, b'\ c, c' gegeben, so ist der Ort eines Pun- 
ctes o, für welchen die Paare von Geraden o(a, a'), o(b, b'), 
o(c, c') in Involution stehen, eine Curve dritter Ordnung, für 
welche a und a', b und b', c und c' corrcspondierende Puncte- 
paare vorstellen**). 

135. Die Curve von Cayley als Ort der verbunde- 
nen Pole der Puncte der Curve von Hesse. Wenn zwei 
der vier Pole {verbundene Pole) einer Geraden in einen einzi- 



*) Maclaurin, a. <x. ö., p. 224. 
**) Cayley, Memoire sur les courbes du troisieme ordre, p. 287. 
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ge» Punct o zusammenfallen, so gehört dieser Punct nach 
Nr. 900. der Curve von Hesse an, und alle conischen Polaren, 
die durch ihn hindurchgehen, haben in ihm dieselbe Tangente 
00'. Es seien nun (Fig. 8.) o t und o 2 die beiden andern Pole 
der geraden Polare (o'u) von o, das heiszt, es seien O k und 
0 2 die Puncte, in denen die Geraden (ad und 0c), welche die 
conische Polare von 0' bilden, die Gerade schneiden, welche 
durch u' geht und mir 00' zusammen nach Nr. 1330. die conische 
Polare von u bildet. 

Zwei der Tangenten, welche nach Nr. 133 d. von o L an die 
Curve von Cayley gelegt werden können, failen mit o v o zu- 
sammen, und die dritte ist 0|0. 2 . Ebenso fallen von den Tan- 
genten, die man von o % an die Cayley sehe Curve legen kanu, 
zwei mit o 2 0 zusammen und die dritte ist 0.20!. Folglich be- 
rühren nach Nr. 30. die Geraden 00! und 00 a die Curve von 
Cayley in 0! und 0 2 . 

Hieraus folgt nach Nr. 105., dasz die Curve von Cayley 
der Ort der verbunden Pole der Puncte der Curve von Hesse 
ist. Das heiszt: 

Lehrsatz VIII. Bewegt sich eine gerade Polare so, 
dasi sie die Curve von Hesse einhülle, so durchlaufen zwei 
ihrer Pole, die in einen Punct zusammenfallen, die Curve 
von Hesse selbst, und die beiden andern von einander 
verschiedenen Pole beschreiben die Curve von Cayley. 

a. Tangenten von einem Puncte der Curve von 
Hesse au die Curve von Cayley. Man bemerke noch, dasz 
von einem Puncte der Curve von Hesse drei Tangenten an die 
Curve von Cayley gezogen werden können, nämlich -0(0^ 0 2 , 0'), 
und dasz von diesen die beiden 00! und 00 a sich derart entspre- 
chen, dasz die durch ihre Berührungspuncte gezogene Gerade 
0,02 selbst eine Tangente der Curve von Cayley ist. 

0. Die Curve von Cayley ist von der sechsten 
Ordnung. Diese Gerade, die durch u' geht und mit 00' die 
conische Polare von u bildet, schneidet die Curve von Cayley 
nicht blos in 0, und o 2 , den verbundenen Polen von 0, sondern 
auch in o\ und o' 2 , den verbundenen Polen von 0'. Da nun 
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diese Gerade eine Tangente der Curve von Cayley ist, so 
folgt augenblicklieb, dasz diese letzte Curve von der sechsten 
Ordnung ist. 

Dies iäszt sieb auch noch auf folgende Weise zeigen. 
Durch einen Punct i laszen sich nach Nr. 132c. sechs Tangen- 
ten an die Curve von Hesse legen. Jede dieser Geraden hat 
zwei in einen Punct derselben Curve von Hesse zusammen* 
fallende Pole, und folglich liegen die übrigen zwölf Pole auf der 
Curve von Cayley. Aber die Pole der Geraden, die durch i 
gehen, liegen alle auf der conischen Polare von a, diese schnei- 
det also die Curve von Cayley in zwölf Puncten, woraus sich 
ergibt, dasz diese von der sechsten Ordnung sein musz. 

c. Harmonische Eigenschaft der Verbindungs 
geraden zweier conjugierter Pole. Aus dem Vorherge- 
henden ergibt sich, dasz, wenn oo L eine Tangente der Curve 
von Cayley ist, der Berührungspunct O t ein- dem Puncto oder 
Curve von Hesse verbundener Pol ist, der in derselben Gera- 
den Hegt, ohne dasz jedoch auch sein correspondierender Punct 
b' in derselben sich befindet. Bezeichnen wir also durch 0 den 
Berührungspunct der Geraden oo' mit der Curve von Cayley, 
so ist o ein dem Puncte u' verbundener Pol. 

Es sei n 4 der dritte Durcbschnittspunct der Curve von Hesse 
mit vtf', und es sei n der conjugierte Pol von tt'. Die Gerade, 
welche durch tt' geht und mit uu' die conische Polare von n 
bildet, schneidet dann oo' im Puncte o. 

Nun geht die gerade Polare von tt in Bezug auf die conische 
Polare von 0 durch 0'; dieser Kegelschnitt ist daher ein Paar 
in 0' sich schneidende Geraden. Aber die gerade Polare von 
n in Bezug auf die conische Polare von o fällt nach Nr. 130b. 
mit der geraden Polare von o in Bezug auf die conische Polare 
von tt zusammen, das heiszt, in Bezug auf das System (««', 
tt'o). Der Pol o und die Puncte u', o, o', in denen die Gerade 
00' den Kegelschnitt und die gerade Polare, die wir oben er- 
wähnten, trifft, bilden also nach Nr. 110 a. ein harmonisches 
Punctsystem. Daraus folgt: 

Lehrsatz IX. Die Gerade, die %wei conjugierte Pole 
verbindet, wird durch den dritten Durchschnittspunct mit 
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der Curve von Hesse und den Berührung spuncl der Curve 
von Cayley harmonisch geteilt*). 

136. Poloconica einer Geraden. Die Einhüllende 
der geraden Polaren der Puncte einer gegebenen Geraden R 
ist ein Kegelschnitt, der auch nach Nr. 103. der Ort der Pole 
der conischen Polaren ist, die R berühren, oder auch nach 
Nr. 125. der Ort der Pole von R in Bezug auf die conischen Po- 
laren der Puncte von R. Diesen Kegelschnitt, der der allge- 
meinen Theorie in Nr. 104. gemäsz die gemeine zweite Polare 
von R ist, werden wir im vorliegenden Falle kurz die gemeine 
Poloconica der Geraden R nennen. 

a. Weitere Definition der conischen Polare. Die 
conische Polare eines Punctes i kann auszer als Ort der Puncte, 
deren gerade Polaren durch t gehen, nach Nr. 104^. auch als 
Einhüllende der Geraden definiert werden, deren Poloconiken 
durch i gehen. 

b. Neue Definition der Curven von Hesse und 
Cayley. Die Geraden, deren Poloconiken einen Doppelpunct 
haben, stellen nach Nr. 148. die conischen Polaren der Puncte 
der Curve von Hesse vor, das heiszt, sind Tangenten der 
Curve von Cayley. 

Wir betrachten wieder die Gerade 00' (Fig. 8) und wollen 
die Poloconica als Ort der Pole untersuchen, deren conische 
Polaren oo' berühren. Da die oo' ein Teil der conischen Po- 
lare von u ist, so musz nach Nr. 128. dieser Punct für die ge- 
suchte Poloconica ein Doppelpunct sein. Auszerdem hat die 
conische Polare eines jeden der Puncte 0 und 0' zwei zusam- 
menfallende Puncte mit 00' gemein, so dasz folglich die Po- 
loconica dieser Geraden durch das Paar gerade Linien uo und 
UO' dargestellt ist. 

Hieraus, sehen wir, folgt also: 

Lehrsatz X. Hie Curve von Hesse ist der Ort der 
Doppelpuncte der Poloconiken, die sich in zwei Gerade auf- 



*) Cayley, A Memoir on curves etc. p. 425. 
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lösen, und ist gleichzeitig die Einhüllende dieser Geraden. 
Die Curve von Cayley hingegen ist die Einhüllende der 
Geraden, deren Poloconiken betrachtet wurden*). 

• 

c. Gemischte Poloconica zweier Geraden. Der 
Ort eines Punctes in Bezug auf deszen conische Polare zwei 
Gerade R und ff conjugiert sind, ist ein Kegelschnitt, — nach 
der allgemeinen Theorie die gemischte zweite Polare von R 
und ff — , den man gemischte Poloconica der Geraden R und ff 
nennen kann. Dieselbe ist auch nach Nr. 125a., b. der Ort der 
Pole einer beliebigen dieser beiden Geraden iu Bezug auf die 
conischen Polaren der Puncte der andern. 

d. Fortsetzung. Die gerade Polare des Durchschnitts- 
punctes zweier Geraden R und ff berührt die gemeinen Polo- 
coniken dieser beiden Geraden in zwei Puncten, die nach 
Nr. 125c. auf der gemischten Poloconica dieser beiden Gera- 
den liegen. 

137. Jede Poloconica berührt die Curve von Hesse 
in drei Puncten. Nach Nr. 122. und Nr. 127. folgt: 

Lehrsatz XI. Wenn eine Gerade R die Curve von 
Hesse in den drei Puncten a, b, c schneidet, so berührt 
die Poloconica von R diese Curve in den drei conjugier- 
ten Polen a', V & dieser Puncte. 

Daraus folgt, dasz, wenn R eine gewöhnliche Tangente 
der Curve von Hesse mit dem Berührungspuncte a ist, und 
dieselbe nochmals einfach in b schneidet, die Poloconica von 
R mit der Curve von Hesse in a\ dem conjugierten Pole von 
a, eine vierpunetige, und in b\ dem conjugierten Pole von b, 
eine zweipunetige Berührung eingeht. Berührt aber R die Curve 
von Hesse in einem Wendepuncte a, so hat nach Nr. 127 d. 
die Poloconica von R mit dieser Curve eine sechspunetige Be- 
rührung in a*. 

a. Eigenschaften der Berührungspuncte. Die sechs 
Berührungspuncte der Curve von Hesse mit den gemeinen 

*) Cayley, A Memoir on curves etc., p. 432. 
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Poloconiken zweier Geraden liegen nach Nr. 127. sämmtlich auf 
der gemischten Poloconica beider Geraden. Daraus folgt: 

Lehrstaz XII. Schneiden zwei Gerade die Curve von 
Hesse in sechs Fanden, so liegen die conjugierten Pole 
dieser Geraden auf demselben Kegelschnitt *). 

Lehrsatz XIII. Legt man durch die drei Puncte, in 
denen die Curve von Hesse von einer Poloconica berührt 
wird, einen beliebigen zweiten Kegelschnitt, so trifft die- 
ser die Curve von Hesse in drei neuen Puncten, in denen 
dieselbe von einer zweiten Poloconica berührt wird. 

Wir sahen in Nr. 136*., dasz, wenn 0 und & (Fig. 8) zwei 
conjugierte Pole sind, in denen die Curve von Hesse von 
Geraden berührt wird, die sich in u schneiden, diese beiden 
Geraden die gemeine Poloconica von 00' darstellen. Diese Po- 
loconica berührt die Curve von Hesse in u, 0, 0'. Die letzten 
drei Puncte also und drei ihnen analoge liegen immer auf ein 
und demselben Kegelschnitt. 

b. Conische Polare eines Punctes der Curve von 
Hesse in Bezug auf dieselbe Curve. Die vier Tangen- 
ten, die man von u aus nach vier andern Puncten der Curve 
von Hesse ziehen kann, bilden nach Nr. 136*. die beiden ge- 
meinen Poloconiken der beiden Geraden, die in u' sich schnei- 
dend die conische Polare von u darstellen. Die Berührungs- 
puncte dieser vier Geraden liegen auf einein Kegelschnitte, der 
nach Nr. die Curve von Hesse in u berührt, auszerdem 

liegen aber die Berührungspuncte der Curve von Hesse mit 
den gemeinen Poloconiken zweier Geraden auf der gemischten 
Poloconica dieser Geraden. Folglich erscheint der Satz: 

Lehrsatz XIV. Die conische Polare eines Punctes u 
der Curve von Hesse in Bezug auf diese nämliche Curte 
fällt mit der gemischten Poloconica der beiden Geraden 



*) Allgemeiner gilt nach Nr. 129. der Satz: 

Schneidet ein Kegelschnitt die Curve von Hesse in sechs Puncten, 
so liegen die conjugierten Pole dieser Puncte auf einem zweiten Kegel- 
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zusammen, welche in Be%ug auf die Fundament alcurve die 
comMche Polare von u darstellen* 



138. Beigeordneter Kegelschnitt Eine beliebige 
Transversale, die durch den festen Pol o gezogen ist, schneide 
die Fundaraentalcurve dritter Ordnung in a v , «j, und die 
conische Polare von o in m x und m^. Auf derselben Trans- 
versale suchen wir nun die beiden Puncte m t und m,, welche 
durch die Gleichungen 



_L = ,fl !\ 

1 LS 

om t 1 Vom 2 omj 



om t 

bestimmt werden, oder auch durch die quadratische Gleichung: 

• (2) 

_L _ JL/JL + _!_\ + < _?/_!_ . J_V = o 

Nach den Relationen aber, die nach §.3. zwischen drei 
Puncten a i9 «a, 03 und ihren harmonischen Mittelpuncten m x 
und bestehen, erhält man: 

112/1 JL.JL^ 

om\ 00i> ~~ Ovo«! oa* 003/ ' 

1 1/ 1 1 1 \ 

om^om^ ~~ 3voö2 . o«3 oa^.oa^ oa x .oa^J * 

so dasz die Gleichung (2) auch folgendermaszen geschrieben 
werden kann: 



(3) 1 + {^.-^K^ + zr-^—zzil^ 0 - 



1 








1 














~ oa ±l 
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Laszen wir die Transversale sich um o drehen, so wird 
der Ort der Puncte m l und lrt a eine Curve zweiter Ordnung 
sein, die man den beigeordneten Kegelschnitt (c o n i c a s a t e 11 i t e) 
des Poles 0 nennen kann*). 

Fallen die Puncte a 2 und zusammen, das heiszt berührt 
die Transversale die Curve dritter Ordnung in a 2 , und schnei- 
det sie dieselbe in a lt so erhält die Gleichung (3) offenbar 

den gemeinschaftlichen Factor ^J— Daraus folgt! 

Lehrsatz XV. Der beigeordnete Kegelschnitt enthält 
die sechs Puncte, in denen die Fundamentatcurve dritter 
Ordnung von den Tangenten, die man vom Pole aus an 
sie legen kann, geschnitten wird. 

Fallen die beiden Puncte m± und m% zusammen, das heiszt, 
berührt die Transversale die conische Polare von 0 in m L , so 
zeigen die Gleichungen (1), dasz beide Puncte nti und nt 2 mit 
m l zusammenfallen, das heiszt, die Transversale berührt in 
diesem Puncte auch den beigeordneten Kegelschnitt. Das gibt: 

Lehrsatz XVI. Der beigeordnete Kegelschnitt berührt 
die conische Polare in den Puncten, in welchen diese 
durch die gerade Polare geschnitten wird. 

a. Andere Erklärung der Curve von Hesse. Aus 
dem soeben Gegebenen und dem Theoreme in Nr. 390. folgt, 
dasz, wenn 0 ein Punct der Curve von II esse ist, das heiszt, 
wenn die conische Polaro von 0 aus einem Paar geraden Linien, 
die sich in 0' schneiden, besteht, auch der beigeordnete Kegel- 
schnitt aus einem Paar Geraden besteht, die sich in demselben 
Puncte schneiden, und zwar aus dein Paar, das durch die bei- 
geordneten Geraden derjenigen Geraden gebildet wird, die die 
conische Polare von o bilden. 

Jede der beiden in & zusammentreffenden Geraden, die 
einen Teil der conischen Polaren von 0 bilden, hat also nach 
Nr. 39d. als beigeordneten Punct den Punct 0'. Daher entsteht: 

*) Was liefert die analoge Untersuchung für eine Curve n-ter Ordnung? 
Sie musz auf eine beigeordnete Curve (curva satellite) der (n — l)(n — 2)-ten 
Ordnung führen. Man sehe: Salmon, Higher plane curves, p. 68—69. 
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Lehrsatz XVII. Die Curve von Hesse ist der Ort 
der Puncte, die den Geraden, welche die Curve von Cay- 
ley berühren, beigeordnet sind, 

b. Neue Erklärung der Curve von Cayley. Man 
erhält eine andere Erklärung der Curve von Cayley, wenn 
man beachtet, dasz (Fig. 8) der Punct u nach Nr. 133. der Tan- 
gentialpunct von ©' — und auch von 0 — in Bezug auf die 
Curve von Hesse ist, und dasz, da die Geraden o(a, b, u, u') 
ein harmonisches Stralenböschel bilden, die Gerade 00' die 
gerade Polare von u 4 in Bezug auf die conische Polare von 0* 
ist. Daraus folgt nämlich: 

Lehrsatz VIII. Die Curve von Cayley ist die Ein- 
hüllende der gemischten geraden zweiten Polaren zweier 
Puncte der Curve von Hesse, von denen der eine der 
Tangentialpunct des andern ist*). 

§. 23. 

Büschel von Curven dritter Ordnung mit denselben 

Wendepnncten. 

139. Harmonische Polare eines Wendepunctes ei- 
ner Curve dritter Ordnung. Aus dem Theoreme in Nr. 71., 
auf eine Fundamentalcurve dritter Ordnung C 3 angewendet, folgt, 
dasz, wenn man durch einen festen Punct i dieser Curve eine 
beliebige Transversale legt, die sie in den beiden andern Pun- 
cten * A und i % schneidet, der Ort des in Bezug auf i x und t 2 
conjugierten harmonischen Punctes von i die conische Polare 
von i ist 

Ist aber t ein Wendepunct der Fundamentalcurve, so zer- 
legt sich nach Nr. 80. die conische Polare in die Tangente des 
Wendepunctes und eine andere Gerade /, die nicht durch t 
geht. Daraus folgt: 

Lehrsatz I. Der Ort der conjugierten harmonischen 
Puncte eines Wendepunctes einer Curve dritter Ordnung 



*) Cayley, A Mevwir on curves etc. y p. 439— 442. 
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in Bezug auf die beiden Puncte, in denen dieselbe durch 
eine um den Wendepunct sich drehende Transversale ge- 
schnitten wird, ist eine Gerade*). 

Die Gerade J, die die Fundamentalcurve nach Nr. 39c. in 
den drei Puncten schneidet, in denen diese von den durch den 
Wendepunct gelegten Tangenten berührt wird, nennt man har- 
monische Polare des Wendepunctes i. Man darf dieselbe jedoch 
nicht mit der gewöhnlichen geraden Polare verwechseln, die 
bekanntlich die Wendetangente ist. 

a. Eigenschaften der harmonischen Polare. Durch 
den Wendepunct t ziehen wir zwei Transversalen, die die Curve 
der dritten Ordnung in den Puncten a, a' und b, b' schneiden. 
Da die harmonische Polare durch die conjugierten harmoni- 
schen Puncte von i in Bezug auf die Punctepaare ff, b, b' 
vollständig bestimmt ist, so ist sie nichts Anderes, als die Po- 
lare von i in Bezug auf die beiden Geraden {ab, a'b'), oder 
auch in Bezug auf das Paar (ab', a'b). sNach Nr. 1 10a. geht 
deshalb die Gerade J durch den Durchschnittspunct der Gera- 
den (ab, a'b') und durch den der Geraden (ab', a'b). 

Fallen die beiden Transversalen zusammen, so erhält man 
die Eigenschaft, dasz, sobald man durch den Wendepunct i eine 
Transversale legt, die die Curve dritter Ordnung in a und b 
schneidet, die Tangenten in diesen Puncten sich auf der har- 
monischen Polare von i schneiden. 

Aus Allem, was vorhergeht, ist augenblicklich klar, dasz 
ein Wendepunct einer Curve dritter Ordnung, in Bezug auf 
diese Curve und auf seine harmonische Polare dieselben Ei- 
genschaften hat, die nach Nr. 107. ein beliebiger Punct in Be- 
zug auf einen Kegelschnitt und seine gerade Polare besitzt**). 

abis. Involution der Tangenten von ei nem Puncte 
von J an die gegebene Curve. Da zwei Tangenten der 
Curve dritter Ordnung, deren Berührungspuncte mit dem Wen- 
depuncte i in gerader Linie liegen, sich in einem Puncte m 
der Geraden J schneiden und mit mi und derselben Geraden J 



*) Maclaurin , o. a. 0., p. 228. 

i 

**) Chasles, Apergu historique, p. 349. 
Cremona, Ebene Curven. 15 
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ein harmonisches Stralenbüschel bilden, so sind die sechs Tan- 
genten, die man von m an die Curve dritter Ordnung legen 
kann, in Involution, der Art, dasz die Berührungssehne zweier 
conjugierter Tangenten durch i geht, und die Doppelstralen der 
Involution J und mi sind. 

b. Die Wendepuncte liegen zu drei und drei in 
gerader Linie. Wenn drei Gerade die gegebene Curve drit- 
ter Ordnung bezüglich in den Puncten t, a, a'\ j, b, b'\ i, c, c' 
schneiden, und wenn t, j, l und a, b, c in zwei geraden Linien 
liegen, so sind nach Nr. 39a. auch a\ b' s c 4 in gerader Linie. 
Angenommen die drei Puncte i, j, l fielen in einen einzigen 
Wendepunct i zusammen, so treffen sich die beiden Geraden 
abc und a'b'c*, w r ie soeben bewiesen, auf der harmonischen 
Polare von i. Fallen auszerdem die Puncte a, b, c in einen 
zusammen, so hat dasselbe für die Puncte a\ b', c' Statt und 
folglich haben wir: 

Lehrsatz II. Die Gerade, die %wei Wendepuncte einer 
Curve dritter Ordnung enthält, geht durch einen dritten 
Wendepunct*). Die Wendetangenien in zwei beliebigen die- 
ser drei Wendepuncte treffen sich auf der harmonischen 
Polare des drillen. 

c. Eigenschaft der harmonischen Polaren. Aus 
dieser Eigenschaft und der Definition der harmonischen Polare 
eines Wendepunctes ergibt sich, dasz, wenn 1, 2, 3 drei Wen- 
depuncte in gerader Linie sind, der conjugierte harmonische 
Punct von 1 in Bezug auf die Puncte 2, 3 auf der harmonischen 
Polare von 1 liegt, und dem analog für die übrigen; dasz da- 
her die harmonischen Polaren der Wendepuncte 1, 2, 3 nach 
Nr. 76. die drei Geraden sind, welche die Scheitel des durch 
die drei Wendetangenten gebildeten Dreiseits mit dem Pol der 
Geraden 123 in Bezug auf dasselbe Dreiseit als Fundamental- 
curve verbinden. 

d. Fortsetzung. Den hieraus sich ergebenden Satz: 
Lehrsatz III. Liegen drei Wendepuncte 1, 2, 3 einer 



*) Maclaurin, a. a. 0., p. 231. 
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Curve dritter Ordnung in gerader Linie, so schneiden sich 
die drei harmonischen Polaren J { , J 2 , S a in demselben 
Puncte, 

kann man auch folgendermaszen beweisen. Es seien J k ' y J z ', 
/ 3 ' die VVendetangenten der Fmidamentaicurve in den drei ge- 
nannten Wendepuncten. Die Paare von Geraden J l9 J^; J % , 
Jt\ ^3> J$ 6in ^ die coniscben Polaren eben dieser drei Puncte, 
und diese Kegelschnitte mü'szen nach Nr. 130a. demselben 
Viereck umgeschrieben sein, deszcn Scheitel die Pole der 
Geraden 123 sind. Das heiszt, die Geraden J 3 , J z 4 mü'szen 
durch die vier Puncte J^'J*, Ji'J*, J\'J*> Ji'J* gehen. Die 
Tangenten in zwei der Wendepuncte 1, 2, 3 treffen sich aber 
auf der harmonischen Polare des dritten, das heiszt, J 3 geht 
durch den Punct J%''J%* und folglich geht J 3 auch durch den 
Punct Ji \v. z. b. w. 

Hieraus folgt weiter: 

Lehrsatz IV. Die vier Pole einer Geraden, die drei 
Wendepuncte der Curve driller Ordnung enthält, sind die 
Scheitel des Dreiseits, das durch die corrcspondier enden 
Wendetangenten gebildet wird, und der gemeinschaftliche 
Üurchschnittspunct der harmonischen Polaren der drei 
Wendepuncte*), 

e. Die Berührungspuncte der Tangenten von drei 
Puncten der harmonischen Polaren dreier Wende- 
puncte liegen auf einem Kegelschnitt. Es seien m lf m^, 
m 9 drei beliebig auf den respectiven harnionischen Polaren der 
drei Wendepuncte 1, 2, 3, die in gerader Linie liegen, ange- 
nommene Puncte. Durch jeden der Puncte m ziehe man zwei 
Tangenten au die Curve dritter Ordnung, so dasz die Berüh- 
rungspuncte mit dem entsprechenden Wendepuncte in gerader 
Linie liegen, dann werden, da die drei Berü'brungssehnen die 
Curve in drei Puncten 1, 2, 3 in gerader Linie schneiden, die 
andern sechs Durchscbnittspuncte, das heiszt, die sechs Be- 
rührungspuncte der sechs Tangenten nach Nr. 39a. auf einem 
Kegelschnitt liegen. 



*) Plücker, System der analytischen Geometrie, S. 288. 

15» 



Digitized by Google 



228 



Drittes Capitel. 



140. Weitere Eigenschaft eines Wendepunctes. 
Drei durch einen Wendeponct i gelegte Transversalen mögen 
die gegebene Curve dritter Ordnung bezuglich in den Pnncten 
a, af; b, b'; c, & schneiden, und die Gerade J, die harmo- 
nische Polare von i 9 in den Puncten «, b, c treffen, den 
conjugierten harmonischen Puncten von i in Bezug auf die 
Pnnctepaare a, af; b, c, c'. Eben diese Puncte a, b> c lie- 
gen aber nach Nr. 139. auch auf der conischen Polare von i 
in Bezug auf eine beliebige durch die sieben Puncte t, a f a', 
b t b\ C y d gelegte Curve dritter Ordnung. Diese conische Po- 
lare löst sich deshalb in zwei Gerade auf, deren eine J ist. 
Das heiszt nach Nr. 80., i ist ein Wendepunct und J die be- 
treffende harmonische Polare für jede beliebige Curve dritter 
Ordnung, die durch die obigen sieben Puncte beschrieben ist*). 

a. Sycigetisc hes Büschel von Curven dritter Ord- 
nung. Nach Nr. 100. hat eine Curve dritter Ordnung neun 
Wendepuncte, und zwar sind dies ihre Durchschnittspuncte mit 
der Curve von Hesse. Da nach Nr. 1396. die Gerade, die 
zwei Wendepuncte verbindet, durch einen dritten Wendepunct 
geht, so müszen durch jeden dieser neun Puncte vier Gerade 
gehen, die die acht übrigen enthalten. Daraus folgt mit Rück- 
siebt auf den eben bewiesenen Satz: 

Lehrsatz V. Jede Curve dritter Ordnung, die durch 
die neun Wendepuncte einer gegebenen Curve driller Ord- 
nung beschrieben ist, hat in diesen Puncten ebenfalls ihre 
Wendepuncte**). 

Die Curven dritter Ordnung, die die neun Wendepuncte 
gemein haben, heiszen sycigetisch. 

b. Durch die neun Wendepuncte gehen vier Sy- 
steme von drei Geraden. Durch jeden Wendepunct der 
gegebenen Curve dritter Ordnung gehen nach dem Vorherge- 
henden vier Gerade, deren jede zwei andere Wendepuncte ent- 
hält, folglich ist die Zahl der Geraden, die je drei Wendepuncte 



*) Salmon, Lettre a M. A. L. Crelle {Cr e lies Journal, T. 39. Ber- 
lin, Reimer, 1850, S. 365). 

*) Besse, Ueber die Wendepuncte u. s. w. S. 107. 
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enthalten, gleich — y- = 12. Bezeichnen wir die VVendepuncte 

durch die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, so können wir diese 
Geraden folgendermaszen darstellen: 

123, 148, 157, 169, 
456, 259, 268 , 358, 
789; 367; 349; 247. 

Hieraus ist ersichtlich, dasz diese zwölf Gerade sieb in vier 
Gruppen sondern laszen, deren jede aus drei Geraden, die wir 
oben je in eine Verticale geschrieben haben, besteht und durch 
alle neun Wendepuncte hindurch geht. Durch die neun VVen- 
depuncte einer Curve dritter Ordnung gehen also vier Systeme 
von drei Graden*). Das gibt den Satz: 

Lehrsatz VI. In einem Büschel sycige tischer Curven 
dritter Ordnung gibt es vier Curven, deren jede sich in 
drei Gerade auflöst. 

Wir werden diese im Folgenden durch den Ausdruck drei- 
seitige Curven dritter Ordnung (cuöiche trilatere) bezeichnen. 

Da jedes System dreier Geraden als eine Curve dritter 
Ordnung mit drei Doppelpuncten angesehen werden kann, und 
auszerdem nach Nr. 80. ein Büschel von Curven dritter Ord- 
nung zwölf Doppelpuncte enthält, so geht durch die neun Wen- 
depuncte der gegebenen Curve dritter Ordnung auszer den vier 
Systemen von drei Geraden keine weitere Curve, die einen Dop- 
pelpunct oder eine Spitze enthielte. 

* 

141. Berührungspuncte der Curve von Hesse mit 
den Wendetangenten der gegebenen Fundamental- 
curve. Wird der Wendepunct t der Fundamentalcurve als 
ein Punct der Curve von Hesse angesehen, das heiszt, als 
ein Punct, der als conische Polare ein Paar gerade Linien be- 
sitzt, die sich in einem andern Puncte t schneiden, so ist der 
nach Nr. 1360. zu i conjugierte Pol ? der Durchschnittspunct 
der Wendetangente mit der harmonischen Polare. Nun schnei- 
den sich im Allgemeinen nach Nr. 133. die Tangenten zweier 



*) Plücker, System der analytischen Geometrie, S. 284. 



Digitized by Google 



230 



Drittes Capitd. 

* 



[§• 23. 



conjugierter Pole der Curve von Hesse in einem Puncte dieser 
selben Curve; da auszerdem i auch für die Curve von Hesse 
nach Nr. 140«. ein Wendepunct ist, so hat diese Curve in die- 
sem Puncte mit der Tangente eine dreipunctige Berührung, so 
dasz also die Tangente in i' die Curve von Hesse in i trifft, 
und daher die Gerade, welche Wendetangente der Fundamen- 
talcurve im Wendepuncte i ist, auch gemeine Tangente der 
Curve von Hesse im conjugierten Pole t ist*). 

Diese Eigenschaft kann man auch aus der allgemeinen 
Theorie in Nr. 118c. und 1196. schlieszen, aus denen noch folgt, 
dasz alle conischen Polaren, die durch i' gehen, in ihm eine 
dreipunctige Berührung eingehen. 

a. Gemeinschaftliche Tangenten der Curve von 
Hesse und der Grundcurve. Jede Wendetangente der Fun- 
damentalcurve dritter Ordnung zählt, da sie gleichzeitig eine 
gewöhnliche Tangente der Curve von Hesse ist, als zwei ge- 
meinschaftliche Tangenten. Die beiden Curven haben, daher 
noch andere 6.6 — 2.9 = 18 gemeinschaftliche Tangenten. Da 
jede Tangente der Curve von Hesse zwei Pole in dem zum 
Berührungspuncte conjugierten Pole vereinigt hat, und die beiden 
andern nicht zusammenfallenden Pole nach Nr. 135. auf der 
Curve von Cayley % so berühren die achtzehn gemeinschaftlichen 
Tangengenten der Curve von Hesse und der Fundamentalcurve 
dritter Ordnung diese letzte Curve in den Puncten, in denen 
sie von der Curve von Cayley geschnitten wird. 

b. Berührungspuncte der Curve von Hesse und 
Cayley. Sind im Allgemeinen o und o* zwei conjugierte Pole, 
und u' der dritte Durchschnittspunct der Curve von Hesse mit 
der Geraden 00', so berührt diese nach Nr. 135c. die Curve 
von Cayley im conjugierten harmonischen Puncte o von uf in 
Bezug auf die beiden Puncte 0 und 0'. Sobald aber o ein 
Wendepunct der Fundamentalcurve dritter Ordnung ist, so fällt 
ti' mit o' zusammen und also nach Nr. 4. auch c mit 0'. Folg- 
lich entsteht: 



*) Clebsch, Uebcr die Wendetangenten der Curven dritter Ordnung. 
(Crelle- Borchardt's Journal, T. 58., Berlin, Reimer, 1861, S. 232). 
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Lehrsatz VII. Die Curve von Cayley berührt die 
Curve von Hesse in den neun conjugierten Polen der 
Wendepuncte der Fundamentalcurve dritter Ordnung. 

c. Eigenschaft der harmonischen Polaren. Eine 
Tangente der Curve von Cayley, z. B. u'r in Fig. 8., schneidet 
diese Curve in vier Puncten o,, o 2 , 0' Lt 0' a , die nach Nr. 135. 
die Durchschnittspuncte von u'r mit den Geraden sind, welche 
die conischen Polaren von o und o' bilden. Ist 0 ein Wende- 
punct der Fundamentalcurve, so besteht seine conische Polare 
aus der VVendetangente 00* und der harmonischen Polare, und 
diese Letztere lallt mit u'r zusammen, das heiszt, u' und o' 
lallen aufeinander. Daraus folgt, dasz von den beiden Puncten 
0\ und o' a der eine auf o' (oder u') lallt, und der andere der 
Durchschnittspunct der beiden unendlich nahen Tangenten u'r 
und o'o'i der Curve von Cayley ist, das heiszt der Beruhrungs- 
punct dieser Curve mit der Geraden u'r. Diese Gerade hat 
also eine dreipunctige Berührung mit der Curve von Cayley, 
und da dieselbe von der dritten Classe und sechsten Ordnung 
ist, also nach Nr. 99. und 100. auszer neun Spitzen keine weitere 
Singularitäten haben kann, so folgt: 

Lehrsatz VIII. Die harmonischen Polaren der neun 
Wendepuncte der Fundamentalcurve driller Ordnung be- 
rühren die Curve von Cayley in den neun Rückkehrpuncten 
dieser Curve. 

d. Reciprocitat zwischen den Curven von Hesse 
und Cayley. Die Curve von Hesse und die von Cayley 
besitzen völlig reciproke Eigenschaften. Nämlich: 



Eine beliebige Tangente der Curve ; 
von Cayley schneidet die Curve von I 
Hesse in zwei correspondier enden 
Puncten, das heiszt in Puncten, welche 
denselben Tangcntialpunct haben, und 
auszerdem in einem dritten Puncto, 
der der conjugierte harmonische Punct 
des Berührungspunctcs der Curve von 
Cayley in Bezug auf die beiden 
ersten Puncte ist. (M. s. Nr. 135 c.) 



Ih einem jeden Puncte o der Curve 
von Hesse schneiden sich drei Tan- 
genten der Curve von Cayley. Zwei 
derselben sind correspondierende , das 
heiszt, die Verbindungsgerade ihrer 
Berührungspuncte ist eine Tangente 
der Curve von Cayley. Die dritte 
ist der conjugierte harmonische Stral 
der Tangente der Curve von Hesse 
in o iu Bezug auf die beiden ersten 
Tangenten. (M. 8. Nr. 1 35 a.) 
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Aus dieser vollkommenen Reciprocität folgt, dasz die Ei- 
genschaften der Curve von Cayley aus denen der Curve von 
Hesse geschloszen werden kunnen, und umgekehrt, z.B.: 



Die neun Functe i, in denen die 
Curve von Hesse von ihren Wende- 
tangenten berührt wird, sind auch 
die Wendepuncte aller Curven der 
dritten Ordnung die durch dieselben 
neun Punctc gehen. 

Zu diesem Curvenbüschel gehö- 
ren vier Drciseitc, das heiszt, die 
neun Wendepuncte liegen zu drei und 
drei auf zwölf Geraden R verteilt, 
von denen sich in jedem der Puncte 
i vier schneiden. 

Die Scheitel der vier Dreiseite sind 
die zwölf Punctc r*). 

Zu den Curven dritter Ordnung, 
die dieselben Wendepuncten mit der 
Curve von Hesse gemein haben, ge- 
hört auch die Fundamentalcurve C s , 
in Bezug auf welche die Curve von 
Hesse der Ort der Puncte ist, die 
als conische Polare ein Paar Gerade 
haben. Die Curve von Cayley ist 
die Einhüllende dieser Geraden. 

Die Wendetangenten J 4 der Fun- 
dumentalcurve C 3 berühren die Curve 
von Hesse und Cayley in den Pun. 
eten t', in denen dieselben sich schnei- 
den. 



Die neun Geraden J, welche die 
Curve von Cayley in den Spitzen 
berühren, sind die Bückkehrtangenten 
für alle Curven dritter Classe, welche 
diese neun Geraden berühren. 

Zu der Beihe dieser Curven ge- 
hören vier Dreiecke, das heiszt die 
neun Geraden J schneiden sich zu 
drei und drei in zwölf Puncten r, 
jede dieser Geraden enthält vier die- 
ser Puncte. 

Die Seiten dieser vier Dreiecke 
sind die zwölf Geraden R- 

Zu den Curven dritter Classe, 
welche als Bückkehrtangenten die 
neun Geraden J besitzen, gehört eine 
K 9 **), in Bezug auf welche die Curve 
von Cayley die Einhüllende einer 
Geraden ist, deren erste einhüllende 
Polare (m. s. Nr. 82.) aus einem 
Punctepaar besteht Die Curvo von 
Hesse ist der Ort dieser Puncte. 

Die Spitzen der Curve K 3 sind 
die neun Puncte t', in denen die Curve 
von Hesse und die Curve von 
Cayley sich berühren. 



142. Eigenschaften der sycigetischen Dreiecke. 
Es sei ein Curvenbüschel dritter Ordnung gegeben. Eine be- 
liebige Transversale schneidet die Curven desselben in je drei 
Puncten, die eine Involution dritten Grades bilden, und berührt 



*) Diese Eigenschaft wird sogleich in Nr. 142. bewiesen werden. 

**) Eine Definition dieser Curve als Einhüllende einer variablen Geraden 
wäre wünschenswert. 
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nach Nr. 49. in den Doppelpuncten dieser Involution vier Cur- 
ven des Büschels. Sind die Curven des Büschels sycigetische, 
das heiszt, haben sie die neun Wendepuncte gemeinschaftlich, 
und nimmt man als Transversale die harmonische Polare J 
eines Wendep«nctes t an, so sind nach Nr. 139. die Durch- 
schnittspuncte dieser Geraden mit einer beliebigen Curve des 
Büschels die Berührungspuncte der Tangenten dieser Curve, 
die sich in i schneiden. Es sei nun r einer der Doppelpuncte 
der Involution, so berührt die Curve des Büschels, die durch 
r geht, in ihm sowol die Transversale J als die Gerade ri, das 
heiszt sie wird in r einen Doppelpunct haben. Die einzigen 
Doppelpuncte eines sycigetischen Curvenbüschels dritter Ord- 
nung sind aber nach Nr. 1406. die Durchschnittspuncte der 
Systeme von je drei Geraden, deren jede drei Wendepuncte 
enthält. Die Scheitel der vier sycegetischen Dreiseite, die 
durch diese Geraden gebildet werden, liegen daher zu je vier 
auf den harmonischen Polaren der Wendepuncte. 

Daraus folgt, wenn r ein Scheitelpunct eines sycigetischen 
Dreis ei ts ist, dasz dieser Punct auf der harmonischen Polare 
eines jeden der drei Wendepuncte liegen musz, die auf seiner 
Gegenseite desselben Dreiecks liegen, und daraus ergibt sich : 

Lehrsatz IX. Die Durchschmtlspuncle der harmoni- 
schen Polaren der Wendepuncte zu drei und drei sind die 
Sctieilel der vier Dreiseite, welche durch die zwölf Gera- 
den gebildet werden, auf denen zu drei und drei diese 
Wendepuncte verteilt liegen*). 

Wir betrachten ein beliebiges dieser sycigetischen Drei- 
seite. Die Seiten desselben enthalten die neun Wendepuncte, 
und auszerdem gehen die neun harmonischen Polaren durch die 
Scheitel. Es sei nun r einer der Scheitel, und 1, 2, 3 die 
Wendepuncte, die auf der Gegenseite desselben liegen. Durch 
r gehen nun die harmonischen Polaren von 1, 2, 3, die nach 
Nr. 140. für alle sycigetischen Curven des Büschels einen Teil 
der conischen Polaren dieser Puncto bilden, und folglich wird 
nach Nr. 130 a. für alle diese Curven die Gerade 123 die gerade 
Polare des Punctes r vorstellen. Daraus folgt: 

*) Besse, Eigenschaften der Wendepuncte der Curven dritter Ordnung 
u.s. w. (Crtlles Journal, T. 38., Berlin, Reimer, 1849, S. 257— 261). 
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Lehrsatz X. Jeder Scheitel eines sycigetischen Drei- 
seils ist der Pol der Gegenseite für alle Curven des sy- 
cigetischen Büschels dritter Ordnung. 

Ist r ein Scheitel eines sycegetischen Dreiseits rr x r % , 
so gehen durch r die harmonischen Polaren der drei Wende- 
puncte, die auf der Gegenseite r x r^ liegen. Daher sind nach 
Nr. 139 a ins die sechs Tangenten, die man von r an der Curve 
dritter Ordnung legen kann, auf drei verschiedene Arten in 
Involution. Für jede dieser Arten sind die Gerade, die r mit 
einem Wendepuncte verbindet, und die entsprechende harmo- 
nische Polare die correspondierenden Doppelstralen. 

Da die harmonischen Polaren der Wendepuncte für alle 
gegebenen sycigetischen Curven dritter Ordnung dieselben 
sind, so liegt, wenn man eine beliebige Transversale durch ei- 
nen Wendepunct i, der auf r x r 2 liegt, zieht, der zu i in Bezug 
auf die Durchschnittspuncte der Transversale mit rr, und rr 2 
zugeordnete harmonische Punct nach Nr. 139. auf der harmo- 
nischen Polare von i. Hieraus folgt, dasz die rr x und rr 2 con- 
jugierte harmonische Straten in Bezug auf die Gerade ri und 
die harmonische Polare von i sind; die Doppelstralen der drei 
Involutionen, die durch die Tangenten, welche man von r an 
die gegebene Curve dritter Ordnung — und also auch an alle 
andere sycigetischen Curven — legen kann, gebildet werden, sind 
also ebenfalls in einer neuen Involution, deren Doppelstralen die 
Seiten rr,, rr a des sycigetischen Dreiseits sind. Daher der Satz: 

Lehrsatz XI. Drei Wendepuncte in gerader Linie und 
die Durchschnittspuncte dieser Geraden mit den entspre- 
chenden harmonischen Polaren sind sechs Puncte in Invo- 
lution. 

Ebenso gibt der Satz in Nr. 139 abis., auf das Büschel sy- 
cigetischer Curven dritter Ordnung angewendet, den neuen Satz: 

Lehrsatz XII. Gegeben ein sycigetisches Büschel Curven 
dritter Ordnung. Zieht man durch einen beliebig auf der 
harmonischen Polare eines Wendepuncles gelegenen Punct 
Tangentenpaare an die Curven dritter Ordnung, in der Art, 
dasz die Berührungssehnen immer durch den gewählten 
Wendepunct gehen, so bilden diese an Zahl unbegrenzten 
Tangentenpaare eine Involution, deren Doppelstralen aus 
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der Geraden, die nach dem Wendepunct gezogen ist, und 
der harmonischen Polare bestehen. 

143. Die Curve dritter Ordnung als Curve von 
Hesse dreier mit ihr sycigetischer Curven derselben 
Ordnung. Um die Eigenschaften eines Büschels sycigetischer 
Curven dritter Ordnung weiter zu studieren, laszen wir eine 
beliebige von ihnen von der harmonischen Polare J des Wende- 
punctes i in den Puncten m, m', m" geschnitten werden, so 
dasz also die Tangenten in diesen drei Puncten durch die Gera- 
den i(m, m', m") gegeben sind. Die Wendetangente derselben 
Curve dritter Ordnung im Wendepuncte i schneide die / im 
Puncte n. Dann ist die betrachtete Curve durch jeden der 
Puncte n, m, m', m" vollständig individualisiert, und wenn wir 
die Curve sich verändern laszen, so erzeugen die drei Puncte 
m, m', m" eine Involution des dritten Grades, die der einfachen, 
durch die Puncte n erzeugten Punctreihe projectivisch ist. 

Sind r, r lf r 4t r 3 , die vier Doppelpuncte dieser Involution, 
so sind sie nach Nr. 142. auch Scheitel der vier sycigetischen 
Dreiseite; es seien ferner *, s lt s& s 3 die Durchschnittspuncte 
der respectiven Gegenseiten mit der Geraden J. Für diese 
dreiseitigen Curven dritter Ordnung sind offenbar die Tangen- 
ten des Wendepunctes i eben die Seiten i(s, s x , s 2t s 8 ), so dasz 
also, so oft die beiden Puncte m' und m" mit r zusammenfal- 
len, auch die Puncte m und n sich mit s vereinigen. 

Die Gerade in, welche eine Curve des Büschels im Wen- 
depuncte i berührt, ist nach Nr. 141. auch Tangente der Curve 
von Hesse dieser Curve im Puncte n. Trifft also eine gege- 
bene Curve dritter Ordnung dieses Büschels die Gerade J in 
den Puncten m, m', m", so sind die Geraden i(m, m\ m") Tan- 
genten im Wendepuncte i für eben soviele Curven des Bü- 
schels, welche als Curve von Hesse die gegebene Curve ha- 
ben. Daher entsteht: 

Lehrsatz XIII. Eine gegebene Curve dritter Ordnung 
ist im Allgemeinen die Curve von Hesse dreier mit ihr 
sycigetischer Curven dritter Ordnung*). 

*) Hesse, lieber die Elimination der Variablen u. s. w. (Cr eil es Journal, 
T.28, Berlin, Reimer 1844. S. 89). 
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a. Die sy cigetischen Dreiseite als Curven von 
Hesse. Ist die gegebene Curve dritter Ordnung ein Dreiseit, 
deszen einer Scheitel in r fällt, und deszen Gegenseite durch 
s geht, so reduzieren sich die drei Tangenten i{m\ m"), im auf 
die zwei Geraden ir und it. Die letzte dieser beiden Gera- 
den kann als Wendetangente der gegebenen Curve dritter Ord- 
nung angesehen werden, die also dann ihre eigene Curve von 
Hesse bildet; die andere Gerade ir wird in i Tangente an eine 
Curve des Büschels sein, die als Curve von Hesse das gege- 
bene Dreiseit hat. Folglich ist jede dreiseitige Curve dritter 
Ordnung ihre eigene Curve von Hesse und die noch einer an- 
dern Curve des Büschels. Das heiszt: 

Lehrsatz XIV. In einem sy cigetischen Curvenbüschel 
dritter Ordnung gibt es vier Curven , deren Curven von 
Hesse die vier Dreiseite des Büschels bilden. 

b Die Curve dritter Ordnung als Curve von Hesse 
ihrer Curve von Hesse. Wir wollen jetzt untersuchen, ob 
es in dem gegebenen Büschel irgend eine Curve dritter Ord- 
nung gibt, welche die Curve von Hesse ihrer eigenen Curve 
von Hesse ist. Eine Curve dritter Ordnung C hat als Curve 
von Hesse eine andere Curve dritter Ordnung, deren Curve 
von Hesse eine dritte Curve dritter Ordnung C ist. Nehmen 
wir dagegen die Curve C beliebig in dem Büschel an, so ist 
diese die Curve von Hesse für drei Curven dritter Ordnung, 
die ihrerseits wieder Curven von Hesse für je drei Curven 
C dritter Ordnung sind. Auf diese Art entstehen durch C 
neun Curven C Da nun die Curven C und C durch ihre re~ 
spectiven Tangenten im Puncto i nach Nr. 46. individualisiert 
sind, oder auch durch die Puncte n und n\ in denen diese die 
harmonische Polare / schneiden, so können wir sagen, dasz 
jedem Puncte n ein einziger Punct n' entspricht, jedem Puncte 
n' aber neun Puncte n. Deshalb werden also zehnmal einan- 
der entsprechende Puncte n und n' zusammenfallen, das heiszt, 
es gibt zehn Curven dritter Ordnung, die der gegebenen Be- 
dingung entsprechen. Zu dieser Zahl gehören aber auch die 
vier sycigetischen Dreiseite; laszen wir diese also auszer Acht, 
so entsteht: 

Lehrsatz XV. Ein sycigelisches Büschel von Curven 
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dritter Ordnung enthält sechs Curven, deren jede die 
Curve von Hesse ihrer eigenen Curve von Hesse ist*), 

144. Relationen zwischen den Abschnitten. Wir 
suchen jetzt die Relation zwischen den Abschnitten zu bestim- 
men, welche die Projectivität, die zwischen der Involution drit- 
ten Grades der Puncte m, m' f m" und der einfachen Punctreihe 
der Puncte n nach Nr. 143. besteht, ausdrückt. Nehmen wir 
als Anfang der Abschnitte den Punct r, das beiszt den Schei- 
tel eines der sycigetischen Dreiseite, der auf der Geraden J 
liegt, und bezeichnen durch m einen beliebigen der drei Puncte 
m, m' , m", so kann nach Nr. 24a. die Projectivität, um die es 
sich handelt, durch eine Gleichung von folgender Form ausge- 
druckt werden: 

!(o . rn +a')rih z + 3(0 . rn + ß')fm 2 J 
+ 3(y.r*i + y')rm [=0, 
+ o\r» + d' ) 

worin 

«, *5 ß> ß* 5 y> /; 3> *' 

constante Coefficienten bezeichnen. Den Punct der nach 
Nr. 143. dem Puncte r entspricht, setzen »vir als im Unendli- 
chen voraus, wie es, ohne der Allgemeinheit der Untersuchung 
Abbruch zu tun, erlaubt ist. Da wir ferner von Relationen 
zwischen Doppelverhältniszen handeln, so dürfen wir den Pun- 
cten der Gerade / nach Nr. 18. ihre Projectionen substituieren, 
die aus einem beliebigen Mittelpunct auf eipe Gerade gemacht 
sind, die dem Stral, der durch s geht, parallel ist. 

Die drei Werte von rm, die den Werten rn=zrs = <x> 
entsprechen, müszen unter dieser Voraussetzung die folgenden 
sein: r»t=r*, rm' = 0, ri»" = 0, und hieraus ergibt sich 
a=0, y = 0, 6 = 0. 

Nun ist aber * nach Nr. 142. ein Punct der geraden Polare 



*) Salmon, Higher plane curves, p. 184. — Aronhold, Zur Theorie der 
homogenen Functionen dritten Grades von drei Variablen. (Cr eile s Journal, 
T. 39, Berlin, Reimer 1850, S. 153.) 
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von r in Bezug auf jede Curve des Büschels dritter Ordnung, 
folglich ist nach Nr. II.: 

A = J_ 1 1 _3y< 

rs rm T rm' ' rm" ö' ' 

Da rs unendlich ist, so folgt hieraus y' = ü. Gleichung (1) re- 
duziert sich also auf: 

(SS) «'.ri 8 + 3(j5 . rw + ß')rm % + <S' = 0 

Die Bedingung, unter der die Gleichung (2), rm als Unbe- 
kannte betrachtet, zwei gleiche Wurzeln hat, ist 

(3) . <5' + 4(j3 . rn + /5') 8 = 0. 

Diese Gleichung dritten Grades in Bezug auf rn gibt also die 
drei Puncte n nämlich s if s a ), deren jedem, wie dein Puncte 
s y zwei zusammenfallende Puncte m, nämlich (r lt r 2 , r 3 ), ent- 
sprechen. 

Setzen wir in derselben Gleichung (2) rtn — rn, so erhal- 
ten wir: 

(4) («' + 3jS)r» s + 3/5' . r» a + V = 0 , 

so dasz also jeder der Puncte n die durch die Gleichung (4) 
gegeben sind, mit einem der entsprechenden Puncte m zusam- 
menfallt. Die Puncte it aber, die auszer s diese Eigenschaft be- 
sitzen, sind dieselben drei Puncte s lt s 2 , # 3 , die schon durch 
Gleichung (3) bestimmt sind. Die Gleichungen (3) und (4) 
müszen also, da sie dieselben Wurzeln haben, proportionierte 
Coefficienten besitzen. 

Die Gleichung (4) enthält rn nicht in der ersten Potenz. 
Setzen wir also den Coefficienten von m in Gleichung (3) der 
Null gleich, so entsteht 

ß.ß*=z0 oder ß' = 0, 

weil, wenn man ß = 0 setzen wollte, der Abschnitt rn aus Glei- 
chung (2) verschwinden würde. Die Gleichungen (3) und (4) 
sind daher: 

4ß3.r^ 8 + a^ = 0, 
(«' + 3j3)r7i s + d' = 0. 
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Eliminiert man aus ihnen r», so entsteht: 

(5) •(«'-/»)(«' +2fl» = 0.. 

Setzt man a' = ß und der Kurze wegen d' = — ik*.ß, öder 
setzt man a' = — 2ß und ebenfalls der Kürze wegen d' = — k*.ß, 
so geben die Gleichungen (3) und (4) in beiden Fällen: 

und die Wurzeln dieser Gleichung sind dann die Abschnitte 

Machen wir wieder 

k 3 = rn 3 , 0' = O, 

und auszerdem 

a' = /3 oder a' = — 20, 
so wird die Gleichung (2) im ersten Falle: 

(7) (rm — rn)(rm + 2r») a = 0 
und im zweiten: 

(rm-r»)*(2rro + rfi) = 0. 

Im ersten Falle also fallt einer der drei Puncte m, die den 
Werten n = (*i,*2, tf 3 ) entsprechen, mit eben diesem Puncte n 
zusammen, während die andern beiden sich in einen einzigen 
Punct (fjj r 2 , r 3 ) der von n verschieden ist, vereinigen. Im 
zweiten Falle dagegen fallen zwei der drei Puncte m, die den 
Werten n = (f lf s 2t s 3 ) entsprechen, mit n zusammen. In un- 
serer Aufgabe aber trifft nach Nr. 143. der erste Fall zu, und 
nicht der zweite; wir miiszen daher et' — ß annehmen und nicht 
u=-'2ß. 

Die gesuchte Gleichung für die Projectivität zwischen der 
Involution, die durch die drei Puncte m, m\ m" entsteht, und 
der einfachen Punctreihe, welche die Puncte n bilden, kann 
also folgendermaszen geschrieben werden : 

(8) rm Z + 3rn . rm 2 — 4k 9 = 0 , 
wo k einen constanten Coefficienten bezeichnet. 
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a. Eine Curve dritter Ordnung hat nächstens drei 
reelle Wendepuncte. Die Puncte s lt *3 durch die 
Gleichung (6), die Puncte r Ä , r 2 , r 8 dagegen durch die Glei- 
chung (7) gegeben, nämlich durch: 

rm + 2m = 0, 

oder auch durch 

rm + 8;» = 0. 

Polglich sind beide Systeme von vier Puncten s, s lt 8 t , # s und 
r, r u r 4 , r, nach Nr. 27. äquianharmonische. 

Hieraus folgt, dasz, wenn i ein reeller Wendepunct der 
sycigetischen Curve dritter Ordnung ist, zwei der vier Scheitel 
r, die auf der harmonischen Polare J liegen, reell sind, die 
andern aber nach Nr. 26. imaginär. Nach der in Nr. 141 rf. ge- 
zeigten Reciprocität, werden zwei der vier Geraden R, Seiten 
der sycigetischen Dreiseite, die sich in i schneiden, reell sein, 
die andern beiden imaginär. Dasz wenigstens ein Wendepunct 
einer Curve dritter Ordnung reell sein musz, folgt offenbar 
daraus, dasz die Gesammtzahl der Durchschnittspuncte der 
Curve dritter Ordnung mit ihrer Curve von Hesse ungerade ist. 

Es sei also 1 ein reeller Wendepunct, und von den vier 
Geraden R, (m. s. Nr. 1406.) nämlich 123, 148, 157, 169, seien 
die beiden ersten reell, die beiden andern imaginär conjugiert. 
Die vier Wendepuncte 5, 7 und 6, 0 sind notwendigerweise alle 
imaginär, und gleichzeitig einer der ersten zwei immer einem der 
zwei letzten conjugiert. Es seien 5 und 9 und 6 und 7 einan- 
der respective conjugiert. Die beiden reellen Geraden 59 und 
67 und die beiden imaginär conjugierten 56 und 79 schneiden 
sich jede in einem reden Puncte, es seien dies r und r x , die 
nach Nr. 139a. auf der harmonischen Polare des Wendepunctes 
1 liegen. 

Da die Geraden 123 und 148 beide reell sind, so muszen 
die Wendepuncte 2, 3 und ebenso 4, 8, entweder beide reell 
oder beide imaginär conjugiert sein. Nun müszen aber die 
Geradenpaare [24, 38] und [28, 34] die beiden andern Scheitel 
r 2 und r s liefern, die mit r und r t in gerader Linie liegen; da 
aber r % und r, imaginär sind, so können die Puncte 2, 3, 4, 8 
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weder alle reell, noch alle imaginär sein, (das heiszt 2 und 3 
sind reell, 4 und 8 imaginär. 

Daraus folgt nun : 

Lehrsatz XVI. Von den neun Wendcpuncten einer 

Curve dritter Ordnung sind nur drei in gerader Linie 

reell, während die andern zu zwei und zwei imaginär 

conjugiert sind*). 
« 

Von den zwölf Geraden R, welche je drei Wendepuncte 
enthalten, sind vier [123, 148, 259, 367J reell, die andern nicht. 
Eins der vier sycigetischen Dreiseite hat nur einen reellen 
Scheitel, ein anderes hat drei, die beiden andern gar keinen 
Scheitel reell. 

b. Folgerung für die Curve von Hesse. Wie wir 
soeben vorausgesetzt haben, sei m einer der Puncte, in denen 
eine gegebene Curve des Büschels dritter Ordnung die Gerade 
J schneide, und es sei n der Durchschnitt derselben Geraden 
mit der Tangente im Wendepuncte i. Ferner mögen die Puncte 
m und n die analogen Puncte für die Curve von Hesse der 
gegebenen Curve dritter Ordnung bezeichnen. Dann haben wir 
der Gleichung (8) analog: 

fm 8 + 3m.nii 2 — 4A 3 = 0. 

Wie aber schon in Nr. 143. bemerkt wurde, geht die Curve 
von Hesse durch den Punct », daher ist 

(9) m s +3m.^-4P = 0, 

und hieraus entnimmt man, wenn n gegeben ist, den Punct n. 
Fällt z.B. n mit r zusammen, so ist rn = x, das heiszt n fällt 
mit s zusammen, und ist n einer der drei Puncte r, , r 2 , r 3 , 
das heiszt, ist n durch die Gleichung 

gegeben, so erhält man 

2m + *7i = 0. 



*) Plückcr, System der analytischen Geometrie. S. 265. 
Cremona, Ebene Curven. 16 
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das heiszt, n ist einer der drei Puncte s lf s % , 8 S . Daraus folgt, 
dasz die sycigetischen Curven dritter Ordnung, deren Wende- 
tangenten im Wendepuncte i durch einen der Puncte r, r x , r 2 , 
r 8 gehen, zu Curven von Hesse die sycigetischen Dreiseite 
haben, wie wir schon oben in Nr. I43a. fanden. 

Ist umgekehrt der Punct n gegeben, so gibt die Gleichung 
(9) nach Nr. 143. die drei Puncte n, die den drei Curven dritter 
Ordnung entsprechen, deren gemeinschaftliche Curve von Hesse 
die Curve ist, die dem Puncte n zugehört. 

e. Bedingungsgleichung für die Curven, die die 
Curven von Hesse ihrer eigenen Curve von Hesse 
sind. Ist die gegebene Curve dritter Ordnung eine der in 
Nr. 1436. gefundenen Curven von Hesse ihrer eigenen Curve 
von Hesse, so hat man auszer der Gleichung (9) auch noch 
folgende: 

?n 8 + 3r».rit a -4A3=0. 

Zieht man diese von Gleichung (9) ab, und eliminiert man aus 
der resultierenden Gleichung, mit Unterdrückung des Factors 
m—m, der den dreiseitigen Curven dritter Ordnung entspricht, 
rn mittelst derselben Gleichung (9), so erhält man die Gleichung: 

(10) rn* - 2(U 3 . r» 3 - 8A« = 0 ; 

eine Gleichung des sechsten Grades, welche die sechs Puncte n 
gibt, die den sechs Curven dritter Ordnung entsprechen, welche 
die Curven von Hesse ihrer eigenen Curve von Hesse sind. 

145. Die Curve von Hesse einer äquian harmoni- 
schen und einer harmonischen Curve dritter Ord- 
nung. Die vier Tangenten, die man im Allgemeinen an eine 
Curve dritter Ordnung von einem ihrer Puncte aus legen kann, 
sind, im Falle der Punct ein Wendepunct i ist, die Geraden 
i{n l m t m' i m"). Das in Nr. 131 £. definierte Doppelverhältnisz 
der Curve dritter Ordnung ist also das der Puncte n, m, m', 
m", in denen die harmonische Polare des Wendepunctes von 
der Wendetangente und der Curve dritter Ordnung selbst ge- 
schnitten wird. 

Dies vorausgesetzt, können wir untersuchen, welche der 
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sycigetischen Curven dritter Ordnung des gegebenen Buscheis 
die in Nr. 1316. definierten äquianharmonischen und harmoni- 
schen Curven dritter Ordnung sind. 

Ebenso wie die drei Puncte m, m', m" durch die Gleichung 
(8) gegeben sind, so sind die vier Puncte n, m, m', m" durch 
die Gleichung repräsentiert: 

(11) rw 4 + 2rn . rm 3 - 3™ 2 . Frö* — 4A 8 . rwi +4** .rn = 0, 

die man erhält, wenn man Gleichung (8) mit rm — rn multi- 
pliciert. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung, damit Glei- 
chung (11) ein äquianharmonisches System bilde, ist nach 
Nr. 27. : 

rn(rn 8 +8A 8 ) = 0, 

durch welche Gleichung die vier Puncte r, r, , r 2 , r 8 gegeben 
sind. Nach Nr. 1440. folgt daher: 

Lehrsatz XVI I. Ein sycigetisches Curvenbüschet dritter 
Ordnung enthält vier äquianharmonische Curven, deren 
jede auch die Eigenschaft besitzt, als Curve von Hesse 
ein sycigetisches Dreiseil zu haben. 

Damit Gleichung (11) ein harmonisches System bilde, musz 
nach Nr. 6. sein: 

rn 6 — 20A 8 .rn 3 — 81« = 0. 

Diese Gleichung fallt mit Gleichung (10) zusammen, und daraus 
folgt: 

Lehrsatz XVIII. Ein sycigetisches Curvenbüschel drit- 
ter Ordnung enthält sechs harmonische Curven, die auch 
die Curven sind, weiche die Curven von Hesse ihrer ei- 
genen Curve von Hesse darstellen*'). 



*) Salmon, Higher plane curven, p. 192. 
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§. 24. 

Die Curve dritter Ordnung als Curve von Hesse 
dreier verschiedener Wetze von Kegelschnitten be- 
trachtet. 

146. Eine Curve dritter Ordnung enthält drei Sy- 
steme correspondierend er Puncte. Nach Nr. 143. kann 
eine beliebige gegebene Curve dritter Ordnung C z als Curve 
von Hesse dreier mit ihr sycigetischer Curven dritter Ordnung 
angesehen werden. Jeder dieser drei Curven entspricht ein 
Netz conischer Polaren, so dasz also jede Curve dritter Ord- 
nung die Curve von Hesse dreier verschieder Netze von Ke- 
gelschnitten ist. In Bezug auf jedes dieser drei Netze ist die 
gegebene Curve dritter Ordnung nach Nr. Y&'lb. der Ort der 
Paare conjugierter Pole, so dasz also die Puncte einer Curve 
dritter Ordnung auf drei verschiedene Arten zu zwei und zwei 
conjugiert sein können, in der Art, dass je zwei conjugierte 
Puncte denselben Tangentialpunct besitzen. Daher gilt nach 
Nr. 133«. der Satz: 

Lehrsatz I. In einer Curve dritter Ordnung existieren 
drei Systeme correspondier ender Puncte. 

Ist nämlich z. B. 0 ein Punct der gegebene Curve drifter 
Ordnung und u sein Tangentialpunct, so gehen nach Nr. 130 d. 
von u auszer uo noch drei Tangenten aus, deren Berührungs- 
puncte wir respective durch o', 0", 0"' bezeichnen wollen. Wir 
haben also die folgenden drei Paare conjugierter Pole, 0, 0'; 
0, 0"; 0, O'", die sich auf die drei verschiedene Netze von Ke- 
gelschnitten beziehen, welche als gemeinschaftliche Curve von 
Hesse die gegebene Curve dritter Ordnung haben. 

Indem man dieselbe Schluszfolgerung auf jeden der Puncte 
0', 0", 0"' ebenso anwendet, wie auf den Punct 0, sieht man 
sehr leicht, dasz für das erste Netz 0, 0' und 0", 0'"; für das 
zweite 0, 0" und 0"', 0'; für das dritte 0, 0"' ond 0\ 0" con- 
jugierte Pole vorstellen. 

a. Eigenschaft des vollständigen Vierecks, das 
aus den Berührungspuncten von vier Taugenten, die 
sich in einem Punct]e der Curve selbst schneiden, ge- 
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bildet ist. Es seien o, 0' und 0", 0"' zwei Paare conjugierter 
Pole in Bezug auf dasselbe Netz. Schneiden sich nun die Ge- 
raden 00" und o'o'" in y und die 00'" und 0'0" in *, so sind 
auch nach Nr. 134. y und s ein Paar conjugierter Pole för äas- 
selbe Netz. 

Die Puncte 0, 0", y liegen in einer Geraden, folglich liegen 
nach Nr. 390. ihre Tangentialpuncte, die auch bezüglich die 
Tangentialpuncte der Puncte 0', 0"', s sind, auf einer zweiten 
Geraden. Die Tangentialpuncte von 0 und 0" fallen aber in 
u zusammen, so dasz damit auch der gemeinschaftliche Tan- 
gentialpunct von y und 2 mit u zusammenfällt. Daraus ergibt sich: 

Lehrsatz II. Sind 0, o', o", 0"' die Berührung spunde 
einer Curve dritter Ordnung mit den Tangenten, die man 
durch einen ihrer Puncte u legen kann, so liegen die 
Diagonalpuncte x, y, z des Vierecks oo'o"o"' auf dieser 
Curve, und die Tangenten in u, x, y, z, schneiden sich 
in ein und demselben Puncte derselben Curve. 

0. Vollständige einer Curve dritter Ordnung ein- 
geschriebene Vierseite. Aus dem Satze in Nr. 134. folgt, 
wenn a, a'\ b, b' zwei Paare correspondierender Puncte der 
Curve dritter Ordnung sind, dasz es, damit diese sich auf ein und 
dasselbe System beziehen, notwendig und hinreichend ist, wenn 
der Durchschnittspunct von ab und a'b\ sowie der von ab 4 , a'b 
auf der Curve liegen. Hieraus können wir mit Rücksicht auf 
die in Nr. 45 rf. bewiesene Eigenschaft Folgendes schlieszen: 

L e h r s a t z 1 II. Ist ein vollständiges Vierseil einer Curve 
dritter Ordnung eingeschrieben, so bilden die Gegenschei- 
lel drei Paare correspondierender Puncte, die zu einem 
und demselben Systeme gehören. 

Hieraus ergibt sieb unmittelbar die Einteilung der vollstän- 
digen, einer gegebenen Curve dritter Ordnung eingeschriebenen 
Vierseite in drei verschiedene Systeme. 

c. Beziehungen zwischen correspondierenden 
Puncten der verschiedenen Systeme. Es seien a, a x ; 
0, 0 a zwei Paare conjugierter Pole in Bezug auf zwei verschie- 
dene Netze. Der Tangentialpunct von a und a, sei ß; t» der 
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von b und 6 2 ; es seien ferner c, c 3 , c, die dritten Durchschnitts - 
puncte der gegebenen Curve dritter Ordnung mit den Geraden 
ab, a x b % , afr; dann wird c der Tangentialpunct von c und c 3 
sein. Nach b. sind also c und c 3 conjugicrte Pole, aber in 
Bezug auf das dritte Netz. Ebenso sind, wenn die Geraden 
ab 2 und a x b die Curve noch in den Puncten c 2 und Cj schnei- 
den, diese beiden Puncte conjugierte Pole in Bezug auf das- 
selbe dritte Netz*). 

147. Beziehung zwischen vier Puncten, die den- 
selben Taugntialpunct haben. Gegeben ist ein Punct o 
und ein Büschel Kegelschnitte, das einem Viereck efgh umge- 
schrieben ist. Was ist der Ort der Berührungspuncte der Tan- 
genten, die man von o an diese Kegelschnitte legen kann? 
Da man durch 0 einen Kegelschnitt des Büschels legen kann, 
und also auch in o eine Tangente an denselben, so geht der 
gesuchte Ort durch o. Auszer o enthält jede Transversale, die 
durch ihn gelegt ist, noch zwei Puncte des Ortes, nämlich die 
Doppelpuncte der Involution, welche nach Nr. 49. die Kegel- 
schnitte des Büschels auf der Transversale bestimmen. Der 
gesuchte Ort ist also eine Curve dritter Ordnung, die auch durch 
£> f* ffy h geht, da man einen Kegelschnitt des Büschels so le- 
gen kann, dasz er oe in e oder of'ui f, u. s. w. berührt. 

Jeder Kegelschnitt des Büschels schneidet auszer in e, f, 
g, h die Curven dritter Ordnung noch in zwei Puncten m und 
m*, in denen der Kegelschnitt die Tangenten, die von o an ihn 
gelegt werden können, berührt. Nach Nr. 65. geht die Gerade 
mm', die Polare von o in Bezug auf den Kegelschnitt, durch 
einen festen Punct u, dem Gegenpunct der vier Puncte e, f, 
g, h. Geht der Kegelschnitt durch o, so fallen die beiden 
Puncte m, m' in o zusammen. Dieser Kegelschnitt berührt also 
die Curve dritter Ordnung in o, und u ist also der Tangential- 
punct von o. 

Unter den Kegelschnitten des Büschels gibt es drei Systeme 
von zwei Geraden, nämlich die Paare Gegenseiten (ef,gh), (eg,fh), 

*) Hesse, Ucber Curven dritter Ordnung und die Kegelschnitte, welche 
diese Curven in drei verschiedenen Puncten berühren. (Grelles Journal, T. 36. 
Berlin, Reimer, 1848. 8. 148— 152> 
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(eh, fg) des gegebenen Vierecks. Für jeden dieser Kegelschnitte 
fallen die Puncto tn und m' in den bezüglichen Diagonalpunct 
zusammen. Daraus folgt, dasz die Diagonalpuncte 0', 0", o 4 " 
des Vierecks der Gurve dritter Ordnung angehören, und dasz 
die Tangenten in diesen Puncten sich in u schneiden. 

Da die Geraden o(e,f,g,h) Tangenten der Curve dritter 
Ordnung in e, f, g > h sind, so ist der Kegelschnitt, der durch 
die fünf Puncte 0, e, f, g, h geht, die erste Polare des Punctes 
o in Bezug auf eben diese Curve dritter Ordnung. Dem ent- 
sprechend ist der Kegelschnitt durch U, 0, 0', 0", O'" die erste 
Polare von u. 

148. Die geraden Polaren eines Punctes einer 
Curve dritter Ordnung in Bezug auf die mit dieser sy- 
cigetischen Curven gehen durch den Tangentialpunct 
des gegebenen Punctes. Ein beliebiger Punct der gegebe- 
nen Curve Cg dritter Ordnung sei durch 0 bezeichnet, und es 
sei u der Tangentialpunct von o. Ist AT 3 eine Curve dritter 
Ordnung, deren Curve von Hesse C s ist, so besteht die co- 
nische Polare von u in Bezug auf K 3 aus einem Paar Geraden, 
deren eine nach Nr. ] 33 6. durch o geht; folglich geht die gerade 
Polare von 0 in Bezug auf K z durch u. Der Punct u liegt aber 
auch auf der geraden Polare von o in Bezug auf Cg, weil 
diese letzte Curve in o von der Geraden ou berührt wird. In 
u schneiden sich also nach Nr. Sic. alle geraden Polaren von 
O in Bezug auf alle Curven dritter Ordnung, die durch die 
Durchschnittspuncte der Curven C z und K 3 beschrieben sind. 
Daraus folgt: 

Lehrsatz IV. Berührt eine Gerade eine Curve dritter 
Ordnung in o und schneidet sie einfach in einem andern 
Puncte u, so gehen die geraden Polaren von o in Bezug 
auf alle mit der gegebenen Curve dritter Ordnung syci- 
getischen Curven durch den Punct u*). 

a. Weitere Eigenschaften der geraden Polaren. 
Es seien o, o\ o", o 4 " die Beriihrungspuncte der Tangenten der 
Curve dritter Ordnung die durch u gehen. Nach dem letzten 

*) Salmon, On curve* of the third order, p. 535. 
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Satze liegt u auf der geraden Polare eines jeden dieser vier 
Puncte in Bezug auf alle sycigetischen Curven dritter Ordnung. 
Folglich gehen die conischen Polaren von u in Bezug auf die- 
selben Curven dritter Ordnung sämmtlich durch 0, 0', 0", 0'"*). 

Die drei Paar Gegenseiten des Vierecks oo'o"0"' sind die 
conischen Polaren von u in Bezug auf die drei sycigetischen 
Curven, deren Curve von Hesse die C s ist, das heiszt, sie 
sind Tangenten an die drei entsprechenden Curven von Cayley. 

b. Fortsetzung. Man beachte auszerdera, dasz nach 
Nr. 146«. die Puncte ©', o", o"' die Diagonalpuncte des Vierecks 
sind, das durch die Berührungspuncte der durch 0 an die Curve 
dritter Ordnung gelegten Tangenten gebildet wird. Folglich ist o' 
nach Nr. 108 der Pol der Geraden o"0'" in Bezug auf alle 
conischen Polaren von 0 für alle sycigetischen Curven dritter 
Ordnung, u. s. w. 

149. Eigenschaften der Tangenten einer Curve 
dritter Ordnung aus drei ihrer Puncte in gerader 
Linie. Es seien ß, b, e die drei Puncte, in denen eine Gerade 
eine gegebene Curve dritter Ordnung schneidet, und a 0 , a l% 

«s 5 *o> £| » *2» *s J c o» c \ » c 2> c 3 die Berührungspuncte der Tan- 
genten die sich bezüglich durch diese Puncte legen laszen. Da 
die Tangentialpuncte dreier Puncte in gerader Linie ebenfalls 
in gerader Linie liegen, so musz notwendig die Gerade, die 
einen der Puncte a mit einem der Puncte b verbindet, durch 
einen der Puncte c gehen. Die zwölf Puncte a, b t c liegen 
daher zu drei und drei auf sechszehn Geraden**). 

Es seien a 0 , b 0 , c 0 drei Puncte, die aus diesen zwölf Pun- 
cten in der Art ausgewählt sind, dasz sie auf einer Geraden 
liegen, und es seien a lf b lt c x \ a^, b 2 > c 2 ; a-j, 6 3 , c 3 bezüglich 
die correspondierenden Puncte derselben in Bezug auf die drei 
Netze Kegelschnitte, denen die gegebene Curve, als Curve von 
Hesse angesehen, nach Nr. 146. Entstehung gibt. Nach dem 
Satze in Nr. 134. sind immer, auszer 



*) Cayley , A Memoir on curves etc. p. 443. 
**) Plücker, System der analytischen Geometrie, 8.272. 
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* 

«0» 6 0 , C 0 ,- 

i _ 

zu je drei folgende Puncte in gerader Linie, nämlich 

i 

Oo, b x , c, ; £ 0 , , a x ; <? 0 , «, , b t ; 

«o, c a ; b 0 , c 2 , « 2 ; *o> ö 2» b t\ 

<*o> *s» *0> C 3» «3? c o> «%> 

Nach dem Satze in Nr. 146c. sind auszerdem noch in ge- 
rader Linie: 

«i» b z , c 3 ; «2, c, ; 03, , c 2 ; 

«i> ^3» c »> «2» &i> ^3; ''s» ^2» c i- 

Diese secbszehn Gerade laszen sich in acht Systeme von 
je vier Geraden verteilen, die jedesmal alle zwölf Berührungs- 
puncte enthalten*). 

a. Eigenschaft der Puncte a l9 ö lf c l . Die Puncte 
Oi, b t , Ci, die den Puncten a 0 , b 0 , c 0 in Bezug auf ein und 
dasselbe Netz entsprechen, sind nach Nr. 134. die Scheitel ei- 
nes Dreiecks, deszen Seiten der Reihe nach durch «q, b 0 , c 0 
gehen, und nach Nr. 137. gleichzeitig die Berührungspuncte der 
Curve dritter Ordnung mit der Poloconica der Geraden a 0 b 0 c Q 
in Bezug auf dieses Netz. Nach Nr. 39. schneiden sich daher 
die Geraden, welche die Puncte a lf b t , c x mit den Scheitel- 
puncten des Dreiecks verbinden, das durch die drei Tangenten 
aa it bbi, cc x gebildet wird, in ein und demselben Puncte**). 

Es ist überflüszig, daran zu erinnern, dasz dieselbe Eigen- 
schaft auch für die Puncte 0» b 2 , c 2 und 03, b 3 , c 3 Platz greift, 
welche den Puncten a 0 , b 0 , c 0 in Bezug auf die beiden übri- 
gen Netze entsprechen. 

*) Hesse, lieber Curven dritter Ordnung u. s. w., 8.153. Die acht 
Systeme von vier Geraden sind die folgenden: 

<*o& 0 c o» «o*o c o> &o c i a i » &<^ c x a i > c o a i^i> c o°i&i > a o&i c i > a o^i c i ' 

o^aCj, a,6 3 c t , b t c 3 a t , b l c t a i , c^ft^, c 1 a i b 3 , a x b 9 e 2 , o 1 6 8 c 3 , 

öjC a a 3 , b x c 3 a 2 , c 0 a 3 6 s , c Q a 2 b % , a Q b 3 c 3t a 0 b 9 c 9 , 6 0 c 3 a 3 , b 0 c 2 a 2 , 

c ,o a 6 3 ; c 1 a 3 6„; a 0 b 2 c 9 ; o 0 6 3 c s ; 6 0 c 2 o 2 ; 6 0 c 3 a 3 ; c 0 o 4 6 s ; c 0 o 3 6 3 . 

**) PI ü eher, System der analytischen Geometrie, S. 46. 
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b. Weitere Eigenschaften der gegebenen Puncte. 
Die Geraden a^b 0 und a x b v schneiden sich in einem Puncte c 
der gegebenen Curve, diese geht somit sowol durch die Durch- 
schnittspuncte der zwei Systeme von drei Geraden (ouq, bb 0 , cc Q ) 
und (ab, o^Öq, ajf^), wie durch die der beiden andern analogen 
Systeme (aa t , bb u cc x ) und (ab, a v b x , a x b x ). Es wird nun nach 
Nr. 500. einen Ort der dritten Ordoung geben, der der dop- 
pelten Bedingung genügt, sowol durch die gemeinschaftlichen 
Puncte der beiden Systeme (Odo, bb 0 , cc 0 ) und (04^, bb lt cc,) zu 
gehen, als die Durchschnittspuncte der beiden Systeme (ab, 
a 0 b ot Oobo) und (ab, a L b lf a^) zu enthalten. Diese beiden Be- 
dingungen werden ganz genau durch das System dreier Geraden 

(ab, [01][10], cc 0 ) 

erfüllt, worin [Ol] den Durchschnittspuuct der Geraden aa 0 und 
bbi bedeutet und [10] den Punct, in dem sich aa k und bb 0 
schneiden. Nun kann aber jeder Ort der dritten Ordnung, 
der zu dem Büschel gehiirt, das durch die beiden Systeme 
(ab, a o b 0 , a 0 b 0 ) und (ab, a x b lf a^i) bestimmt wird, nicht anders 
zusammengesetzt sein, als aus der Geraden ab und einem Paar 
conjugierten Geraden der quadratischen Involution, deren Dop« 
pelstralen OqÖq und a x b t sind*). Die Gerade [01][10] geht 
daher durch den Punct c 0 und ist nach Nr. 25a. der conjugierte 
harmonische Stral von cc 0 in Bezug auf aj> 0 und a x b y . 

c. Fortsetzung. Mittelst desselben Raisonnement findet 
man, dasz, wenn aa^ die Geraden bb 2 und bb s in den Puncten 
[02] und [03] schneidet, und bb 0 ebenso die Geraden aa% und 
«Oa in den Puncten [20] und [30] trifft, die Geraden [02][20] 
und [03][30] durch c 0 gehen. Folglich haben, wenn wir durch 
[00] den Durchschnittspunct von aa a und bb 0 bezeichnen, die 
beiden Systeme von vier Puncten: 

[00,01,02,03] und [00,10,20,30] 

gleiche Doppelverhältnisze, da sie die Durchschnittspuncte der 

*) Haben die Curven eines Büschel« Kegelschnitte einen Doppelpunct 
c 0 gemein, das heis«t, besteht jede aus einem Paar darch c 0 gelegter Ge- 
raden, so bilden die sammtlichen zusammengehörigen Paare von Geraden 
augenscheinlich eine Involution, deren Doppelstralen die beiden Curven de« 
Büschels sind, die nach Nr. 48. in c 0 eine Spitze haben. 
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beiden Transversalen aa 0 , f>b 0 mit ein und demselben Büschel 
Geraden sind, das durch c 0 geht. Hieraus folgt, dasz die an- 
barmonischen Verhältnisse der beiden Büschel 

«(«o» «1» «2* <h) und H&o> *i» *s) 
auch gleich sind, das heiszt, dasz die sechs Puncte 

£00], [11], [22], [33], «, b 

auf demselben Kegelschnitte liegen, wie wir schon oben in 
Nr. 131 a. gezeigt haben. 

Dem analog haben, da sich in c x die vier Graden ei 0 ö 1 , 
«i*0' «2*3» #3*2 schneiden, die Büschel 

a(«o, öj, 03) und &(0 lf £ 0 , £ 3 , fcj) 

gleiche Doppelverhältnisze, u. s. w., wie so eben. 

d. Eigenschaft der Durchschnittsp uncte der bei- 
den projecti vischen Stralenbüschel. 

Es schneiden sich im Puncte c 0 die Geraden [01][10], [02][20], ..; 
ebenso „ „ „ „ „ „ [00][11], [22][33], .. ; 
ferner „ „ „ „ c 2 „ „ [00][22], [33][11], ..; 
endlich „ „ „ „ c 3 „ „ [00][33],[11][22],..*). 

Die Puncte [00], [11], [22], [33], in denen sich die ho- 
mologen Straten der beiden projectivischen Stralenbüschel 
fl(«o» a i> <h> <h)y &(*o> b i* b%> *a) schneiden, bilden daher ein voll- 
ständiges Viereck, deszen Diagonalpuncte c t , c a , c, der Curve 
dritter Ordnung angehören, und die Berübrungspuncte der drei 
Tangenten sind, die sich in c, dem dritten Durchschnittspunct 
der Curve mit der Geraden af>, schneiden. 

Fallen die beiden Puncte a und f> zusammen, so erhalten 
wir das in Nr. 146ß. bewiesene Theorem wieder. 

e. Eigenschaft der Durchschnitts puncte der Tan- 
genten aus zweiPuncten einer gegebenen Cur ve drit- 



*) In jedem der Puncte c schneiden sich sechs, den Geraden [01], [10] 
analoge gerade Linien. 
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ter Ordnung. Die Puncto a und b sind die Mittelpuncte 
zweier projectivischer Stralenbüschel, in denen die Geraden 
a(a 0 , a lt a. z , den Geraden b{b 0 , b x , b % , b z ) entsprechen. Man 
ziehe durch a eine Gerade, die bb 0 im Puncte (xO) schneide, 
und verbinde den Punct [xO] mit c 0 durch eine Gerade, die 
««o im Puncte [Ox] treffe; dann ist ß[0x] die Gerade, welche 
a[xO] entspricht. Auf diese Art findet sich, dasz der Geraden 
ab, jenachdem sie dem Büschel a oder b angehiirig betrachtet 
wird, bc 0 oder ac 0 entspricht. Die Graden ac 0 und bc Q sind 
daher nach "Nr. 59. Tangenten in a und b an den Kegelschnitt, 
der durch die beiden projectivischen Stralenbüschel erzeugt wird, 
das heiszt nach Nr. 107., c 0 ist der Pol der Geraden ab in Be- 
zug auf den Kegelschnitt a&[00][l]][22][33]. 

Dem analog sind c lt c 2 , c 3 die Pole der Geraden ab in 
Bezug auf drei andere Kegelschnitte, die durch a und b> sowie 
durch die Durchschnittspuncte der Tangenten gelegt sind, die 
sich in a und b schneiden (m. s. Nr. 131 a.). folglich entsteht: 

Lehrsatz V. Die Tangenten, die man durch zwei Puncte 
a und b einer Curve dritter Ordnung an dieselbe legen 
kann, schneiden sich in sechszehn Puncten [xy], welche 
zu vier und vier in vier Kegelschnitten liegen, die durch 
[ a und b gehen. 

Lehrsatz VI. Die Pole der Geraden ab in Bezug auf 
diese Kegelschnitte liegen auf der Curve dritter Ordnung, 
die in ihnen von vier Geraden berührt wird, welche sich 
in c, dem dritten Durchschnittspuncte der Geraden ab mit 
der Curve dritter Ordnung, treffen. 

Lehrsatz VII. Die Pole von ab in Bezug auf drei be- 
liebige der vier Kegelschnitte sind die Diagonalpuncle des 
vollständigen Vierseits, deszen Scheitel die vier Puncte 
\xy] sind, welche auf dem vierten Kegelschnitt liegen*). 

f. Durchschnittspuncte der conischen Polare von 
c 0 mit der Fundamentalcur ve. Die conische Polare von 
C 0 schneidet, auszer dasz sie die Curve dritter Ordnung in c 0 



*) Salmon, Theoremen sur les courbes de troisibne degre\ p. 276. — 
Higher plane curves, p. 134. 
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berührt, dieselbe noch in p, g, r, s, und jeder Kegelschnitt, der 
durch p, g, r, s geht, schneidet die Curve dritter Ordnung in 
zwei weiteren Puncten, die mit c, dem Tangentialpunct von c 0 , 
nach Nr. 147. in gerader Linie liegen. Der Kegelschnitt also, 
der durch p, g, r, s und a beschrieben ist, enthält auch den 
Punct b. 

Bekanntlich hat das vollständige Viereck pgrs seine Dia- 
gonalpuncte in C l9 c 3 , das heiszt in den Puncten, die nach 
146a. mit c 0 den Tangentialpunct gemein haben. Daraus folgt, 
dasz das Dreieck c Y c % c 3 jedem Kegelschnitt, der dem Viereck 
pgrs umgeschrieben, conjugiert ist. 

Da aber c x , c. 2 , c 3 auch die Diagonal puncte des Vierecks 
[Ü0][ll][22][33] sind, so ist das Dreieck <?iC 2 c 3 ebenfalls dem 
Kegelschnitt conjugiert, auf welchem die sechs Puncte a, b, 
[00], [11], [22], [33] liegen. Folglich geht nach Nr. 108<?. die 
ser Kegelschnitt auch durch p, g, r, **). 

150. Drei Systeme Kegelschnitte berühren die 
Fundamental curve in drei Puncten. Wenn man in der 
allgemeinen Methode in Nr. 67c, um den Gegenpunct von vier 
Puncten einer Curve C 3 dritter Ordnung zu construieren, an- 
nimmt, dasz durch paarweises Zusammenfallen, dieselben sich 
auf zwei a und b reducieren, so wird der Gegenpunct c mit 
den Tangentialpuncten a<und fr von a und b in gerader Linie 
liegen, das heiszt, er ist der Tangentialpunct des dritten Durch- 
schnittspunctes c der Fundamentalcurve mit der Geraden ab. 
Jede Gerade durch c schneidet die Curve dritter Ordnung in 
zwei Puncten m und n, durch welche ein Kegelschnitt geht, 
der in a und b dieselbe Curve berührt Fallen daher die Puncte 
m und n zusammen, so haben die Curve dritter Ordnung und der 
Kegelschnitt unter sich drei zweipunctige Berührungen. Durch 
c gehen vier Gerade, die berühren. Einer der Berübrungs- 
puncte c liegt mit a und b in gerader Linie; die drei andern 
seien c x , c 2 , c 3 . Wir betrachten den Kegelschnitt, der in den 
Puncten a, b, c, berührt. Die Puncte c und c x sind in Bezug 



*) Samuel Roher ts , On tke intersections of tangents drawn tlirouyh 
two points on a curve of the ihird degree. (Quarterly Journal of pure and 
applied Mathematics vol. 3, London 1860, p. 121). 
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auf eines der drei Netze, deren Curve von Hesse nach Nr. 146. 
die gegebene Curve dritter Ordnung ist, conjugierte Pole, und 
ist b t der conjugierte Pol von b in Bezug auf dasselbe Netz, so 
geht die Gerade b x c x durch a, und die beiden bc x und b x c treffen 
sich in a x , dem nach Nr. 134. dem Puncte a für dasselbe Netz 
conjugierten Pole. Das heiszt, wird die Curve dritter Ordnung 
in a, b, c x von einer Curve zweiter Ordnung berührt, so liegen 
die in Bezug auf eines der drei Netze conjugierten Pole a lt 
b x , c von a, b, c x in gerader Linie. In Bezug auf dieses Netz 
ist also diese Curve zweiter Ordnung nach Nr. 137. die Polo- 
conica der Geraden a x b x c. Sind dem entsprechend a^, b 2 und 
ög, b 3 die correspondierenden Puncte von a, b in Bezug auf 
die beiden andern Netze, so sind die Kegelschnitte, die in a, 
b t c % und a, b, c z berühren, die Poloconiken der Geraden a%b % c 
und a*b z c in Bezug auf die erwähnten beiden Netze. 

Folglich haben wir: 

Lehrsatz VIH. Die Kegelschnitte, welche eine Curve 
dritter Ordnung in drei Funden berühren, verteilen sich 
in drei Systeme, bezüglich auf die drei Netze, deren ge- 
meinschaftliche Curve von Hesse die gegebene Curve drit- 
ter Ordnung ist. 

Die sechs Berührungspuncte zweier Kegelschnitte dessel- 
ben Systems liegen auf einem schneidenden Kegelschnitt, und 
umgekehrt, beschreibt man durch die Berührungspuncte eines 
Kegelschnittes eines bestimmten Systems beliebig eine Curve 
zweiter Ordnung, so schneidet diese die Curve dritter Ordnung 
in drei neuen Puncten, in denen dieselbe von einem zweiten Ke- 
gelschnitt desselben Systems berührt wird (m. s. auch Nr. 137 a.). 

Soll eine Poloconica durch zwei Puncte 0 und 0* gehen, 
so wird die Gerade, der sie entspricht, nach Nr. 136a. die ge- 
meinschaftliche Tangente der conischen Polaren von o und 0' 
sein. Zwei Kegelschnitte haben aber vier gemeinschaftliche 
Tangenten, folglich gehen durch zwei gegebene Puncte zwölf 
Kegelschnitte, für jedes System vier, die drei zweipunctige 
Berührungen mit der gegebenen Curve dritter Ordnung haben. 

Nach Nr. 137. hat die Policonica einer Wendetangente für 
jedes der drei Netze eine sechspunctige Berührung mit der 
Curve von Hesse. Folglich gilt: 
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Lehrsatz IX. Es gibt siebenundzwanzig Kegelschnitte, 
für jedes System neun, die eine sechspunctige Berührung 
mit der gegebenen Curve dritter Ordnung eingehen*). 

Die ßerührungspuncte sind diejenigen, welche in den drei 
Systemen den neun VVendepuncten entsprechen, das heiszt, 
sie sind nach Nr. 39 d. die Puncte , in denen die Curve dritter 
Ordnung von den Tangenten, die man durch durch einen Wen- 
depuncte legen kann, berührt wird. Einen beliebigen dieser 
Puncte nennen wir p, q oder r, jenachdem er dem ersten, zwei- 
ten oder dritten Systeme angehört. 

Drei Wendepuncte in gerader Linie und die neun Puncte p, 
q, r, die ihnen in den drei Systemen entsprechen, bilden einen 
Complex von zwölf Puncte n, auf die man die in Nr. 149. gefun- 
denen Eigenschaften anwenden kann. Auf diese Weise folgt: 

Lehrsatz X. Jede Gerade, die zwei Puncte p dessel- 
ben Systems verbindet, geht durch einen Wendepunct; 

Lehrsatz XL Jede Gerade, welche zwei Puncte p, q 
von verschiedenen Systemen verbindet, schneidet die Curve 
dritter Ordnung in einem Puncte r des dritten Systems. 

Auszerdem folgt nach Nr. 137 a.: 

Lehrsatz XII. Die sechs Puncte p, die in demselben 
Systeme sechs Wendepuncten entsprechen, die auf zwei 
Geraden liegen, liegen auf einem Kegelschnitt**). 

*) Steiner , Geometrische Lehrsätze. ( Cr e lies Journal, T. 13., Berlin, 
Reimer, 1846, S. 132). 

**) Hesse, Ueber Curven dritter Ordnung u. s. w. S. 165 — 175. 

Auszer den in diesem und dem letzten Paragraphen citierten Abhand- 
lungen sehe man noch folgende ein: 

Möbius, Ueber die Grundformen der Linien der dritten Ordnung (Ab- 
handlungen der Königl. Sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften, I. Bd., 
Leipzig 1849. S.40.). 

Bellavitis, Sulla classifieazione delle curve del terz* ordine. (Memoric 
della Societä Italiana delle science, t. 25., parte 2., Modena, 1851, p. 33). — 
Sposizione dei nuovi metodi di geometria analitica. (Memoric dcll' Istituto 
Vcncto, vol. 8., Venezia 1860, p. 342). 
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Zusätze 
und weitere Ausführungen. 

Zu Hr. 51. 

Es seien zwei projectivische Curvenböschel gegeben. Die 
Curven des ersten Büschels haben in einem Basispuncte 0 ein 
und dieselbe Tangente, und es sei 0 auch auf der Curve des 
zweiten Büschels gelegen, die der Curve des ersten Buscheis 
entspricht, für welche 0 ein Doppelpunct ist In Nr. 576. ist 
bewiesen, dasz der Ort der Durchschnittspuncte der entspre- 
chenden Curven zweimal durch o geht, wir wollen jetzt unter- 
suchen, welches die beiden Tangenten dieses Ortes im Doppel- 
puncte sind. 

Lemma. Es sien (U, V t W,... .), {W, V\ fF,....) die ent- 
sprechenden Curven zweier projectivischer Büschel von der- 
selben Ordnung », die eine Curve K von der Ordnung 2n er- 
zeugen, welche durch die Basispuncte der beiden Büschel 
hindurchgeht. 

Die Curven U, U' erzeugen ein neues Büschel, deszen Ba- 
sispuncte auf K liegen. Eine Curve U" des letzten Büschels 
schneidet K in noch andern n 2 Puncten, und beschreibt man 
durch diese und einen beliebigen andern festen Punct auf K 
eine Curve w-ter Ordnung, so schneidet diese nach Nr. 54a. 
K in andere n 2 — 1 festen Puncten, was auch V" sei. Ist der 
beliebig fixierte Punct ein Basispunct des Büschels VV\ so bil- 
det er mit den übrigen n 2 — 1 festen Puncten die Basis von 
VV. Die Curve U schneidet nämlich K in 2n 2 Puncten von 
denen n 2 auf V liegen, und die andern n 2 auf V. Ebenso 
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schneidet U' K in 2*1* Puncten, von denen auf U liegen und 
die andern n* auf V. Eine beliebige Curve U" des Büschels UU' 
schneidet daher K in anderen » 2 Puncten, die auf einer Curve 
V" des Büschels VV liegen. Die Büschel (tf, U', U",....) und 
(F, K'j V", — ) sind folglich projectiviscb, und die von ihnen er- 
zeugte Curve ist ebenfalls K. 

Dem entsprechend liegen die zweiten n 2 Durchschnitts- 
punete von U" und K auch auf einer Curve W" des Büschels 
WW, und auf diese Weise erhalten wir ein neues Büschel 
(U", V", W", ....), das den gegebenen projectiviscb ist, und des- 
zen Basispuncte auf fliegen. Da nun die Curven U", V", W", .... 
bezüglich zu den Büscheln UU', VV, WW', .... gehören, deren 
Basispuncte sämmtlich auf K liegen, so erzeugt das neue Büschel 

(U", V", W", ) mit einem oder dem andern der gegebenen 

zusammen dieselbe Curve K. Daraus folgt: 

■ 

Lehrsatz. Gegeben zwei projectivischc Curvenbüschel 
(U, V, W, ....), {V, V't W, ....) von derselben Ordnung, die 
eine Curve K erzeugen. Ist U" eine beliebige Curve des 
Büschels UU', so laszen sich andere Curven V", W" .... 

bestimmen , die bezüglich zu den Büscheln VV, WW, 

gehören und mit U" ein neues Büschel angeben, das den 
gegebenen projeclivisch ist und mit jedem derselben zu- 
sammen dieselbe Curve K erzeugt. 

Ks seien jetzt (U, V, ....), (U', V, ) zwei projectivische 

Curvenbüschel von beliebiger Ordnung, und K die Curve, die 
sie erzeugen. Unter Annahme zweier willkürlicher Curven L 
und L' betrachten wir die projectivischen Büschel (UL, VL, ....), 
(U'L\ V'L', ....), die durch Verbindung jeder Curve des einen 
oder andern gegebenen Büschels mit der Curve L oder V ent- 
stehen. Der von den beiden neuen Büscheln erzeugte Ort ist 
offenbar der Coniplex der drei Curven K, L, L'. Die Ordnungen 
der Linien L, L seien nun so ausgewählt, dasz die beiden 
neuen Büschel von gleicher Ordnung sind, dann können wir 
nach dem vorhergehenden Lemma ein neues Büschel (11, P, ....) 
construieren, das dem vorhergehenden projectiviseh ist, deszen 
Curven bezüglich den Büscheln (UL, UL', ....), (VL, V'L', ....), .... 
angehören und so beschaffen sind, dasz das neue Büschel mit 
dem vorhergehenden (U'V, V'L', ) den Ort KLL' erzeugt. 

Cremona, Ebene Curven. 17 
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Daraus folgt, dasz die beiden projectiviscben Büschel (tt, V ) 

und (V, F',....) den Ort KL erzeugen. 

Wir setzen jetzt voraus, alle Curven des Buscheis (U, V, ....) 
berührten eine und dieselben Gerade R in demselben Puncte 
0 t und V sei die Curve, für welche 0 ein Doppelpunct ist. Die 
entsprechende Curve V gehe ebenfalls durch o. Dann hat die 
Curve K in o einen Doppelpunct, und wir suchen jetzt die bei- 
den Tangenten zu bestimmen. 

Man wähle für L eine Linie, die nicht durch 0 gebt, und 
L' sei aus der Geraden R und einer ebenfalls nicht durch o 
gehenden Curve zusamengesetzt. In diesem Falle haben die 
Curven des Büschels (ÜL, V'L', ....) in o dieselbe Tangente Ä, 
und man nehme jetzt für VL die Curve dieses Büschels, welche 
zweimal durch 0 geht. Der Punct 0 ist für die beiden Curven 
VL, V'L' ein Doppelpunct, er ist es also auch für alle Curven 
des Büschels (VL, V'L), unter denen sich auch V befindet. Die 
Curve K wird gleichzeitig mit L durch die Büschel (ü' t F'), 
(II, X>) erzeugt, und deshalb sind nach Nr. 52., wenn man r = 0, 
r* = 2 setzt, die Tangenten von K in o die Tangenten derje- 
nigen Curve V des zweiten Büschels im nämlichen Puncte, 
welche derjenigen Curve V des ersten Büschels entspricht, die 
durch o geht. 

Da P dem Büschel (VL, V'L') angehört, so sind die beiden 
Tangenten in o an K conjugierte Elemente in einer quadrati- 
schen Involution, in der die Tangenten von V unter sich con- 
ugiert sind, und die Tangente von V der conjugierte Stral von R. 



Zu Sr. 69c. 

Der Satz in Nr. 14. genügt zur Bestimmung des Ausspru- 
ches in Nr. 69 c. unmittelbar nur dann, wenn die Fundamental- 
curve ein System von Geraden ist, die durch denselben Punct 
gehen. Wir haben daher die Verpflichtung, hier einen allge- 
gemeinen und vollständigen Beweis zu liefern. Zu demselben 
setzen wir, wie es erlaubt ist, folgende Lemmata voraus: 

Lemma 1. Die Polare (es werden hier stets erste Po- 
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laren verstanden) eines beliebigen Poles geht durch die 
Doppeipuncte der Fundamenlalcurve. (Dies folgt unmittel- 
bar aus Nr. 16.). 

Lemma 2. Die Polaren eines gegebenen Fundes in 
. Bezug auf die Curven eines Büschels bilden ein anderes 
Büschel (Nr. 84 a.). 

L e m m a 3. Ist die Fundamenlalcurve aus einer Gera- 
den und einer andern Curve zusammengesetzt, und der 
Pol wird auf eben dieser Geraden angenommen, so ist die 
Polare aus der gegebenen Geraden und aus der Polare 
in Bezug auf die zweite Curve zusammengesetzt. (Dies 
folgt unmittelbar aus der Definition der Polaren und aus 
Nr. 17.) 

Lemma 4. Läszt man durch die n 2 Puncte, in denen 
eine Curve der n-len Ordnung durch n Gerade, die durch 
einen Punct o gehen, geschnitten wird, eine zweite Curve 
derselben Ordnung hindurchgehen, so hat der Punct o 
für beide Curven dieselbe Polare. (Dies folgt augenblick- 
lich, da die Polaren von o in Bezug auf beide Curven auf 
jeder der n gegebenen Geraden n— 1 Puncte gemein haben). 

Es sei also jetzt eine Fundamentalcurve C n der n-ten Ord- 
nung und zwei beliebige Puncte o und o' gegeben. Wir be- 
zeichnen durch P 09 ' die Polare von o in ßezug auf die Polare 
von 0' und dem analog durch P 00 die Polare von o' in Bezug 
auf die Polare von o und wollen nun beweisen, dasz die Curven 
Poo' und Poo zusammenfallen. 

Man ziehe durch o' eine beliebige Gerade R, und es sei J n 
das Büschel der n Geraden, die von o nach den n Durchschnitts- 
puncten von C n und R gezogen werden können. Die überblei- 
benden n(n — 1) Durchschnittspuncte der Orte Cn und J„ Hegen 
nach Nr. 43£. alle auf einer Curve Cn— l der (»— l)-ten Ordnung. 
Da C n dem Büschel (J nt RC n -i) angehört, so gehurt die Polare 
von o' in Bezug auf C n nach Lemma 2. zu dem Büschel (cp n — i, 
Rr„-2), worin <p n -i das Büschel der n — ] nach Nr. 20. in o 
zusammenlaufenden Geraden bezeichnet, die die Polare von o 
in Bezug auf J n bilden, und r„_2 die Polare von o' in Bezug 
auf Cn-i ist. Diese Curve r„_ 2 bildet nach Lemma 3. mit R 

17* 
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zusammen die Polare von ©' in Bezug auf die zusammengesetzte 
Curve RCn-u Gemäsz Lemma 4. folgt ferner, dasz die Curve 
P 0 o' nichts Anderes ist, als die Polare von o in Bezug auf 
Rr n -i t das heiszt, sie geht nach Lemma 1. durch die n — 2 
Durchschnittspuncte von JTn-a und R. 

Da C n dem Büschel (J„,RC n -i) angehurt, so fällt nach 
Lemma 4. die Polare von o in Bezug auf C n mit der Polare 
von 0 in Bezug auf RC n -i zusammen und geht folglich nach 
Lemma 1. durch die n — 1 Durschschnittspuncte von C n -i und 
R. Die Curve /Vo geht daher durch die n — 2 harmonischen 
Mittelpuncte des durch die Durchschnittspuncte von C n -i und 
R gebildeten Systems in Bezug auf den Pol 0\ das heiszt, sie 
geht auch durch die n — 2 Durchschnittspuncte der Curve r n -t 
mit R. 

Aus Allem folgt, dasz die Polare 0 Poo' und Po'o n — 2 Puncte 
auf einer beliebigen, durch den Punct o' gelegten Transversale 
gemein haben. Diese beiden Polaren fallen daher in eine ein- 
zige Curve der (n — 2)-ten Ordnung zusammen. 

Es seien nun o, o', o" , oM, ft-f 1 beliebige Puncte der 

Ebene, und man bezeichne durch /Vo" die Polare von o in 
Bezug auf Po'o"» durch JWoV" die Polare von o in Bezug auf 
Po'o"o'"> u. s. w. Aus dem eben bewiesenen Satze erhält man 
dann augenblicklich, dasz die Polare Po'oV"....oW dieselbe 
Curve bleibt, in welcher Ordnung man auch die Pole o, o', 
o", nimmt. Nimmt man jetzt noch an, dasz r dieser 
Puncte in einen o zusammenfallen, und die überbleibenden 
+ l — r = r' sich ebenfalls in einen o' vereinigen, so hat man 
den allgemeinen Satz: 

Lehrsatz. Für eine beliebige Fundamentalem ve fällt 
die r-te Polare eines Puncles o in Bezug auf die r'-te 
Polare eines andern Puncles o' mit der r'-ten Polare von 
o' in Bezug auf die r-te Polare von o zusammen*). 



*) Bei diesen nnd andern Zusätzen bin ich sehr wirksam durch die 
lehrreiche Correspondcnz mit meinem berühmten Freunde Dr. Uirst geför- 
dert worden, deszen frenndliche Unterstützung ich hier dankend anerkenne. 
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Zu STr« 88. 

Bezüglich der Bestimmung der Doppelpuncte eines Büschels, 
wollen wir den schon betrachteten Fällen Nr. 88«., b., c. andere 
von etwas allgemeinerem Charakter hinzufügen. 

a. Die Curven des gegebenen Büschels n-ter Ordnung 
haben einen r-fachen Punct o gemein, und o', o" seien zwei 
beliebig auf der Ebene festgelegte Puncte. Die Polaren von 
o in Bezug auf die gegebenen Curven haben in o einen r-fachen 
Punct mit denselben Tangenten als die gegebene Curve, und 
diese Tangenten bilden eine Involution des r-ten Grades. Die 
Polaren von 0' haben dagegen in o einen (r— l)-fachen Punct 
und ihre Tangenten werden in einer Involution des (r— l)-ten 
Grades gruppiert sein. Die beiden Involutionen sind projecti- 
visch, und eine beliebige Gruppe der zweiten ist nach Nr. 74. 
die Polare von o' in Bezug auf das Geradenbüschel, das die 
entsprechende Gruppe der ersten bildet. 

Die Polarenbüschel von o und o' in Bezug auf die gege- 
bene Curven erzeugen eine Curve der 2(n— l)-ten Ordnung, die 
in o einen (2r — l)-fachen Punct hat, und deren Tangenten die 
nach Nr. 52. beiden Involutionen gemeinschaftlichen Stralen bil- 
den. Diese gemeinschaftlichen Stralen sind nach Nr. 19. offenbar 
die Gerade 00' und die Doppelstralen der Involution r-ten Grades. 

Dem entsprechend erzeugen die Polare von o und o" eine 
zweite Curve der 2(w — l)-ten Ordnung, die (2r — l)-mal durch 
O geht und dort von der Geraden 00" und den Doppelstralen 
der obenerwähnten Involution r-ten Grades berührt wird. 

Da nun die beiden Curven der 2(n— l)ten Ordnung einen 
(2r — l)-fachen Punct O und in ihm 2(r— 1) gemeinschaftliche 
Tangenten haben, so zahlt 0 für (2r— l) 2 + 2(r— 1) ihrer Durch- 
schnittspuncte. Aber o gilt auch fiir r 2 Basispuncte des Po- 
larenbüschels von o; folglich hat man, da 

(2r— l)« + 2(r-l) - r* = (r- l)(3r \ 1) 
ist, den Satz: 

Lehrsatz I. Wenn die Curven eines Büschels einen 
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r- fachen Punct gemein haben, so zählt dieser für (r-l)(3r-f I) 
Doppelpuncte des Büschels*). 

ß. Wir setzen jetzt voraus, dasz die gegebenen Curven im 
gemeinschaftlichen r-fachen Puncto o dieselben r Tangenten 
haben, in welchem Falle eine von ihnen, C n , r + 1 Zweige hat, 
die sich in o schneiden. 

Die Polaren von o haben in 0 einen r-fachen Punct mit 
denselben Tangenten, wie die gegebenen Curven, die Polare 
von Ca aber wird in o einen (r -f 1) -fachen Punct haben. Die 
Polaren von o* haben in o einen (r— l)-fachen Punct mit Allen 
gemeinschaftlichen Tangenten. Diese sind die Geraden, welche 
in Bezug auf das Tangentenbüschel der gegebenen Curven in 
O die Polare von o' bilden. Die Polare io Bezug auf C» aber 
geht r-raal durch o. Die beiden Polarenbüschel erzeugen also 
nach Nr. 51. eine Curve der 2(n — l)-ten Ordnung mit einem 
2r-fachen Puncto in 0. 

Dem entsprechend erzeugen die Polaren von o und o" eine 
zweite Curve derselben Ordnung, die eine gleiche Anzahl mal 
durch 0 geht und folglich 4r* Durchschnittspuncte mit der ersten 
Curve hat, die sämmtlich mit o zusammenfallen. Aber o gilt 
für r 2 + r Basispuncte des Polarenbüschels für 0, und 0 stellt 
daher r(3r — 1) Doppelpuncte des gegebenen Büschels vor. 

Fallen von den gemeinschaftlichen Tangenten durch 0 s 
in eine einzige Gerade R zusammen, so berührt diese in 0 nach 
Nr. 74. * Zweige jeder Polare von 0 und # — 1 Zweige jeder 
Polare von 0' und 0", und folglich hat auch jede der Curven 
2(ji — l)-ter Ordnung s — 1 in 0 mit R zusammenfallende Tan- 
genten. In diesem Falle vereinigt also 0 4r a -|-* — 1 Durch- 
schnittspuncte dieser Curven. Das heiszt: 

Lehrsatz II. Haben die Curven eines Büschels auszer 
einem r-fachen Punct alle Tangenten in diesem Puncte 
gemein, und fallen von den letneren s in eine Gerade zu- 
sammen, so zählt dieser Punct für r(3r— 1)+ s- 1 Dop- 
pelpuncte des Büschels. 



*) In Bezug auf den einfachsten Fall dieses und des folgenden Lehr- 
satzes sehe man Cayley: Nouvelles rdcherches sur Vdimination et la th€orie 
des courbes {Cr e lies Journal, T. 63. Berlin, Reimer, 1863, S. 34.). 
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Ist s — r, das heiszt, fallen die Tangenten aller Curven 
in o in eine einzige Gerade zusammen, so zählt o für 
3r 2 — 1 Doppelpuncle. 

y. Man setze nun voraus, dasz eine einzige Curve C n unter 
den gegebenen r-mal durch einen Punct o gehe und in ihm 
s mit der Geraden R zusammenfallende Tangenten habe. Dann 
hat die Polare von o in Bezug auf C n r Zweige, die durch 0 
gehen und mit C n dieselben Tangenten haben. Die Polare 
eines beliebigen Punctes o' in Bezug auf C n hat in o einen 
(r — l)-fachen Punct mit*— 1 mit R zusammenfallenden Tan- 
genten. Die Büschel der Polaren von o und o' erzeugen daher 
eine Curve der 2(n — l)-ten Ordnung, die in o nach Nr. 51 
einen (r— l)-fachen Punct mit * — 1 auf R fallenden Tangen- 
ten hat. Eine entsprechende Curve und mit denselben Eigen- 
schaften ausgestattet entsteht durch die Polaren büschel von o 
und einen zweiten beliebigen Punct 0", und für diese beiden 
Curven 2(n— l)-ter Ordnung repräsentiert der Punct o (r— 1)* 
-f 1 Durchschnittspuncte, daher gilt der Satz: 

Lehrsatz III. Gibt es in einem Curvenbüschel eine 
Curve, die einen r-faclien Punct mit s zusammenfallenden 
Tangenten besitzt, so ist dieser Punct der Ort für (r-1) 2 
-f s — 1 Doppelpuncle des Büschels. 

d. Liegt 0, der r-fache Punct von Cn, auf allen Curven 
des Büschels, die dann in ihm alle eine gemeinschaftliche Tan- 
gente haben, so gehen die Polaren von o sämmtlich durch o; 
dieser Punct ist also für jede der Curven 2(n — l)-ter Ordnung, 
die durch die Polarenbüschel entstehen, ein r-facher Punct. 
Diese Curven haben daher f^+s — -1 in o vereinigte Durch- 
schnittspuncte. Der Punct zählt nun auch für r Basispuncte 
des Polarenbüschels von 0, und folglich gilt: 

Lehrsatz IV. Geht eine Curve eines Büschels r-mal 
durch einen der Basispuncte und hat dort s zusammen- 
fallende Tangenten, so zählt dieser Punct für r' l — r f s— 1 
Doppelpuncte des Büscheis. 

Unter Anwendung der beiden letzten Sätze laszen die Be- 
trachtungen der Nr. 12). sieb folgendermaszen aussprechen: 
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Lehrsatz V. Hat in Bezug auf eine gegebene Funda- 
mentalcurve eine erste Polare einen r~ fachen Punct p 
mit s zusammenfallenden Tangenten, so hat die Curve von 
Steiner (r — !)*+*—! im Pole dieser Polaren sich kreu- 
zende Zweige, die in ihm von der geraden Polare von p 
berührt werden, welche dort mit der Curve von Steiner 
selbst eine [r 2 —r + s—\]-punclige Berührung eingeht. 



Zu ITr. 111 bis a. 

Nach Theorem III. S. 170. schalte man Folgendes ein: 

Die Kegelschnitte also, die durch zwei gegebene Puncte gehen 
und zwei gegebene Curven n-ter und f^-ter Ordnung berühren, 
bilden eine Reihe vom Index n.n^n -f- l)(n t + 1). Da in diesem 
Falle die Gerade, welche die zwei gegebenen Puncte verbindet, 
als ein System zweier zusammenfallender Geraden betrachtet, 
ebenfalls eine Curve der Reihe darstellen kann, die eine belie- 
bige gegebene Gerade berührt, so ist' der Wert 2Jf der Zahl 
M' einer Reduction fähig. 

Um dieselbe zu bestimmen, erinnern wir daran, dasz die 
Kegelschnitte, die durch zwei gegebene Puncte gehen, oder zwei 
gegebene Geraden berühren, eine Reihe vom Index 4 bilden, 
in welcher statt acht nur vier wirkliche Kegelschnitte existieren, 
die eine dritte Gerade berühren. Wenn die Gerade, welche 
die gegebenen Puncte verbindet, die beiden gegebenen Geraden 
in a und b schneidet, so ist der Abschnitt ab, als ein Kegel- 
schnitt, deszen eine Dimension Kyll wird, betrachtet, Taugente 
der gegebenen Geraden in a und b, und bleibt auch Tangente 
jeder beliebigen dritten Geraden. Sie repräsentiert daher als 
solche, vier zusammenfallende Auflösungen der Aufgabe: durch 
zwei gegebene Puncte einen Kegelschnitt zu legen , der die 
beiden gegebenen und eine dritte Gerade berührt. Es ist also 
natürlich zu schlieszen, dasz, wenn man an Stelle der beiden 
gegebenen Geraden zwei Curven der n-ten und w t -ten Ordnung 
hat, die Reduction der Zahl 2Jf gleich 4n.n L ist, da n.n t die 
Zahl der Punctepaare ist, in denen die gegebenen Curven von 
der Geraden, welche durch die gegebenen Puncte geht, ge- 
schnitten wird. Suchen wir diese Behauptung zu beweisen. 
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I. 

Heber geometrische Wetze. 

Kaan ein Curvennetz w-ter Ordnung im Allgemeinen ein 
Netz von ersten Polaren sein? Da ein Netz durch drei Curven 
bestimmt ist, so ist zu entscheiden, ob man, wenn drei Curven 
A lt A 2 , A 3 n-ter Ordnung und nicht zu demselben Büschel gehö- 
rig gegeben sind, drei Puncte a lt äj, « 3 nicht in gerader Linie, 
so wie eine Curve (n + l)-ter Ordnung der Art bestimmen kann, 
dasz in Bezug auf die letzte Curve die Curven A ly A if A 3 die 
ersten Polaren von a lf a*, a 3 sind. 

Die Fundamentalcurve und die drei Pole hängen von 
a(w + 1)(»+4) +6 Bedingungen ab; umgekehrt verlangt die 
Identität der gegebenen Curven A lt A 3 mit den Polaren von 
a lt a%, a 3 die Erfüllung von ±n(n-\-%) Bedingungen. Die Diffe- 
renz zwischen ihnen, (»— 2)(n+4), ist nur für w = 2 Null. Da- 
her ist, mit Ausnahme des Falles n=z% den wir im Folgenden 
speciell für sich behandeln werden, ein Curvennetz im Allge- 
meinen kein Netz von ersten Polaren. 

Wir betrachten daher ein vollständig allgemeines Netz, das 
durch drei Curven A Xi A 2 , A 3 fi-ter Ordnung bestimmt ist, und 
es sei A 0 eine andere Curve des Netzes der Art, dasz zwei 
beliebige der vier Curven Aq, A lf A 2 , A 3 nicht zu einem Büschel 
gehören. Wir fixieren beliebig in der Ebene vier Puncte Oq, 
(*i> <H> «3» von denen niemals je drei in einer Geraden liegen, 
und betrachten sie als den Curven A 0 , A lf A*, A 3 entsprechend. 
Man kann jetzt die Puncte der Ebene und die Curven des 
Netzes sich der Art entsprechen laszen, dasz man die Bedin- 
gung festsetzt, dasz Puncten in gerader Linie Curven eines 
Büschels entsprechen, welches daher auch der Punctreihe pro- 
jectivisch ist. Betrachten wir zuerst eine Gerade, die zwei der 
gegebenen Puncte z. B. a, verbindet, so ist die Projectivität 
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zwischen den Puncten der Geraden a^a^ und den Curven des 
Büschels AqAi durch die Bedingungen bestimmt, dasz den Pun- 
cten a 0 , fl x die Curven A^, A l , und dem gemeinschaftiichen 
Durchschnittspunct der Geraden a^a x , ö 2 ö 3 *'' e den Büscheln 
AqAi, A 2 A 3 gemeinschaftliche Curve entspreche. Daraus folgt 
noch, dasz einem anderen Puncte der Geraden ö 0 öi eine voll- 
ständig individualisierte Curve des Büschels A 0 Ai entspricht 
und umgekehrt. 

Man betrachte für eine Gerade R die Puncte, in denen 
dieselbe drei Seiten des Vierecks a,,«,«^ schneidet. Diesen 
drei Puncten entsprechen drei schon bestimmte Curven des 
Netzes, die demselben Büschel zugehören und folglich entspricht 
einem beliebigen Puncte von R eine völlig individualisierte Curve 
desselben Büschels und umgekehrt. Die Curve A, die einem 
gegebenen Punct a entspricht, findet man, indem man ihn als 
Durchschnittspunct zweier Geraden R, K betrachtet, die man 
der Einfachheit wegen durch zwei der gegebenen Puncte ziehen 
kann, und dann die Curve nimmt, welche den beiden Büscheln, 
die zu den Geraden gehören, gemeinschaftlich sind. 

Auf diese Art entspricht einem Puncte a eine feste Curve 
A des Netzes, die nämlich, welche allen Büscheln gemein ist, 
die zu Geraden, welche sich in a schneiden, gehören, und um- 
gekehrt entspricht einer Curve A des Netzes ein völlig indivi- 
dualisierter Punct a, nämlich der, welcher allen Geraden gemein 
ist, welche zu Büscheln gehören, die die Curve A enthalten. 

Alle Curven des Netzes, die durch denselben Punct a ge- 
hen, bilden ein Büschel und entsprechen also den Puncten einer 
Geraden D, und umgekehrt, diese Gerade enthält die Puncte, 
welche Curven des Netzes entsprechen, die durch n 2 feste 
Puncte gehen, deren einer a ist. Wir können also sagen, dasz 
einem beliebigen Puncte a eine feste Gerade D entspricht, der 
Ort der Puncte, deren Curven A durch a gehen, dasz aber um- 
gekehrt einer beliebigen festen Geraden D nicht ein, sondern 
n 2 Puncte entsprechen, die die Basis des Büschels von Curven 
A bilden, welche den Puncten von D entsprechen. 

Einem Puncte der Ebene entsprechen also eine Curve des 
Netzes und eine Gerade und umgekehrt einer Curve des Netzes 
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entspricht ein einziger bestimmter Punct, aber einer Geraden 
n 2 Puncte. Aus dem Vorhergehenden folgt nun: 

Lehrsatz I. Geht die Curve A eines Punctes a durch 
einen zweiten Punct a' t so geht umgekehrt die Gerade D 
von a' durch a und vice versa. 

Was ist der Ort der Puncte, die auf den entsprechenden 
Curven A, oder auch nach Lehrsatz I. auf den correspondieren- 
den Geraden D liegen? Es sei R eine beliebige Transversale. 
Einem Puncte a derselben entspricht eine Curve A des Netzes 
die R in n Puncten a schneidet Nimmt man umgekehrt einen 
Punct a auf R t so entsprechen die Curven A, die durch a gehen, 
den Puncten einer bestimmten Geraden D, die R in einem 
Puncte a schneidet. Das heiszt, einem Puncte a entsprechen 
n Puncte a, während einem Puncte a nur ein einziger Punct a 
entspricht. Es gibt folglich n-fl Puncte a, deren jeder mit 
einem der entsprechenden Puncte a zusammenfallt, daher gilt: 

Lehrsatz II. Der Ort eines Punctes, der auf der ent- 
sprechenden Curve A Hegt, ist eine Curve K der (**+!)- 
ten Ordnung. 

Was ist die Einhüllende der Geraden D, deren jede einen 
der correspondierenden Puncte enthält? Es sei i ein beliebiger 
Punct, dann haben die Geraden, die durch i geben, nach Lehr- 
satz I. ihre entsprechenden Puncte auf der i entsprechenden 
Curve A, welche nach Lehrsatz II. die Curve K in n(n -f 1) 
Puncten schneidet, und auf der die Gerade, welche einen die- 
ser Puncte mit i verbindet, einen ihrer entsprechenden Puncte 
hat. Folglich gilt: 

Lehrsatz III. Die Einhüllende einer Geraden D, die 
durch einen der n* Puncte geht, die ihr entsprechen, ist 
eine Curve II der n{n+\)-ten Classe. 

Der Punct i gehurt der Curve H an, wenn zwei der Gera- 
den , welche i mit den Durchschnittspuncten der Curve K und 
A, welche letztere t' entspricht, verbindet, zusammenfallen, das 
heiszt, wenn die letzte Curve K berührt. Daraus entsteht: 

Lehrsatz IV. Die Curve H ist die Einhüllende der 
Geraden D, die den Puncten der Curve K entsprechen, 
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und gleichzeitig der Ort der Puncte, welche denjenigen 
Curven A entsprechen, die K berühren. 

Sind die Curven A die ersten Polaren ihrer entsprechenden 
Puncte in Bezug auf eine Fundamentalcurve, so fallen die Cur 
von H und K mit letzerer zusammen *). 

Aber auch in dem allgemeinsten Falle bestehen zum grösz- 
ten Teile die Eigenschaften, die in diesem Werke für ein 
System von ersten Polaren beniesen sind, und bleiben selbst 
bis auf den Beweis unverändert. Dies kommt vorzugsweise 
daher, dasz diese Eigenschaften und Beweise fast alle nicht 
sowol von dem polarischen Zusammenhange der Curven des 
Netzes mit einer Fundamentalcurve abhängen, als vielmehr von 
der linearischen Bestimmbarkeit derselben mittelst nur drei 
von ihnen. Man hat daher für ein beliebiges geometrisches 
Curvennetz folgende allgemeine Sätze, die man mit Zuhilfe- 
nahme der Erklärung eines Netzes und des Lehrsatz 1. bewei- 
sen kann: 

Lehrsatz V. Durchläuft ein Punct eine Curve C m der 
m-ten Ordnung, so wird die entsprechende Gerade D von 
einer Curve L der m.n-ten Classe umhüllt, die auch der 
Ort eines Punctes ist, dem eine Curve A, die C„, be- 
rührt, entspricht. 

Hat Cm keine vielfachen Puncte, so ist die Ordnungszahl 
von L gleich m(m + In — 3) ; diese Zahl vermindert sich 
aber um r + s — \, wenn C m einen r -fachen Punct mit s 
zusammenfallenden Tangenten hat. 

Aus diesem Satze folgt, dasz die Zahl der Curven A, die 
zwei Curven C m , Cm- berühren, gleich der Anzahl der Durch- 
scbnittspuncte der beiden entsprechenden Curven L ist, deren 
Ordnungszahlen gefunden sind. 

Den Spitzen von C m entsprechen Wendepuncte von L, und 
da man so die Classe, die Ordnung und die Zahl der Wen- 
depuncte dieser Curve kennt, so kann man mittelst der For- 
meln von Plücker die Zahl der Doppelpuncte, der Dopeltan- 



*) Für den Fall n = 1 sehe man: Plücker, System der analytischen 
Geometrie, S. 78. 
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genten und der Spitzen berechnen. Diese Zahlen nun laszen 
erkennen, wie viele Curven A eine doppelte Berührung, und wie 
viele eine dreipunctige Berührung mit der gegebenen Linie C m 
eingehen (M. s. Nr. 103.). 

Lehrsatz VI. Der Ort eines Fundes p, dessen gerade 
Polaren in Bezug auf die Curven A eines Netzes durch 
denselben Punct o gehen, ist eine Curve der Z{n—\)-ten 
Ordnung, die man nach Ar. 95. die Curve von Jacobi 
des Netzes nennen kann, und die sich auch nach Nr. 90«. 
als Ort der Berührung spunde zwischen den Curven des 
Netzes definieren läszl, oder als Ort der Doppelpunte der- 
selben Curven. 

Lehrsatz VII. Der Ort der Punde o, in denen sich 
die geraden Polaren eines und desselben Pundes p schnei- 
den in Bezug auf die Curven des Netzes, ist eine Curve 
der 3(fi — l)*-ten Ordnung, die man Curve von Stei- 
ner des Netzes nennt (M. s. Nr. 98«.). 

Daher entspricht jedem Punde p der Curve Jacobis 
ein Punct o der Steiner sehen Curve und umgekehrt, 
und die Einhüllende der Geraden po, welche die gemein- 
schaftliche Tangente der Curven des Netzes in p ist, die 
durch diesen Punct gehen, ist eine Cuvre der 3n(n-\)-ten 
Classe (Nr. 98*.). 

Lehrsatz VIII. Der Ort eines Pundes a, dem eine 
Curve A mit einem Doppelpuncl p entspricht, ist eine 
Curve 2 der 3(n — 1 ) 2 -ten Ordnung. 

Die Curve 2 fällt mit der Curve von Steiner zusam- 
men, wenn die Curven A die ersten Polaren der entspre- 
chenden Punde a in Bezug auf ein und dieselbe Funda- 
mentalcurve sind. (M. s. Nr. 88 d.). 

Die Gerade D, welche dem Punct p entspricht, berührt nach 
Nr. 118. in a die Curve 2, das heiszt: 

Lehrsatz X. Die Curve Z ist die Einhüllende der 
Geraden D, die den Funden der Curve von Jacobi ent- 
sprechen. 

Aus diesem Satze und Lehrsatz V. leitet man rasch die 



Digitized by Google 



270 



Zusätze und 



Gasse der Curve 2 ab und auszerdem die übrigen Singulari- 
täten, und hieraus erschlieszt man augenblicklich die im Texte 
Nr. 119—121. gegebenen Formeln, durch welche ausgedrückt wird: 

wie viel Curvenbüschel sich in zwei verschiedenen Pun- 
cten berühren, 

wie viel Büschel unter sich eine dreipunctige Berührung 
eingeben, 

wie viel Curven mit zwei Doppelpuncten, und 

wie viel Curven mit Spitzen in einem beliebigen geometri- 
schen Netze sich befinden. 

Bei dieser Aufgabe bemerke man, dasz die im Texte ge- 
gebenen Zahlen die Curve Jacobig ohne jeden vielfachen Punct 
vorauszusetzen. Die Veränderungen jedoch, welche diese Resul- 
tate erleiden, wenn die Curve Jacobis selbst vielfache Puncte 
besitzt, sind leicht nachzuweisen. 

Haben die Curven eines Netzes d gemeinschaftliche Puncte 
mit verschiedenen Tangenten und weitere k Puncte gemein, in 
denen sie sich berühren, so hat nach Nr. 96, 97. die Curve 
Jacobis in jenem d Doppelpuncte und in diesem k dreifache 
Puncte und in jedem der letzteren zwei Tangenten, die mit 
der den Curven des Netzes gemeinschaftlichen Tangente zusam- 
menfallen. Daraus folgt, dasz diese Puncte 2d^-4k Durch- 
schnittspuncten der Curve Jacabis mit einer beliebigen Curve 
des Netzes gleich gelten, und die Gasse der Curve 2? ist also 
nach Nr. 118*. gleich 3w(n — 1) — <2d + 3k. 

Wir setzen jetzt voraus, dasz, abgesehen von den gemein- 
schaftlichen Puncten der Curven des Netzes, die Curve Jacobis 
andere S Doppelpuncte und % Spitzen besitze. Dann wird nach 
Nr. 103. die Ordnung des Ortes der Puncte, deren Curven A 
entsprechen, welche die Curve Jacobis berühren, gleich sein: 

3(n— l)(5n — 6) — 2(rf +<*)— 3x— 4k. 

Folglich ist die Zahl der Wendetangenten von 2 nach Nr. \ \6d. 
gleich 

3(n— l)(4n-5)-2(rf+d)-3x—4ife, 

und hieraus schlieszt mau mittelst der Formeln Plückers wei- 
ter auf die andern Singularitäten derselben Curve. 
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Haben die Curven des Netzes einen r-facheu Punct ge- 
mein, so ist derselbe für die Curve Jacobis ein (3r — l)-facher 
Punct, wie man leicht mittelst der Betrachtungen der Nr. 96. 
beweisen kann, er wird also die Classe der Curve 2 um r(3r — 1) 
Einheiten vermindern. Da ferner ein beliebiges Curvenbüschel 
des Netzes, auszer dem gegebenen Puncte nur 

3(n-l)*-(r-l)(3r + l) 

Üoppelpuncte zulKszt (m. s. den Zusatz zu Nr. 88.), so vermin- 
dert sich nach Nr. 88<f. auch die Ordnung von 2 in unserm 
Falle um (r — l)(3r — 1) Einheiten. U. s. w., u. s. w. 

Lehrsatz X. Schneidet eine Curve C m die Curve Ja- 
cobis in 3wi(»— I) Puncten p, so wird die Curve E in 
den 3w(n — 1) entsprechenden Puncten a nach Nr. 122. von 
dem Orte der Puncte berührt, deren Curven A die C m 
berühren. 

U. 8. w., u. s. w. 

Wir beschlieszen diese Bemerkungen, indem wir einige ganz 
specielle Beispiele geometrischer Netze betrachten, bei welchen 
die Bestimmung der Curve Jacobis sehr leicht ist. 

1. Die Curven des Netzes seien von der vierten Ordnung 
und mögen drei Doppelpuncte d lt d\ y d 3 und drei einfache 
Puncte s lt * 3 gemein haben. Ist m ein Punct der Geraden 
di&t* so stellen diese Gerade und die Curve der dritten Ord- 
nung, die in d\ einen Doppelpuuct hat und durch die Puncte 
m, di, d\ y s lf s 2 , * 3 geht, zusammen eine Curve des Netzes 
vor, die in m einen Doppelpunct hat. Ist m ferner ein Punct 
des Kegelschnittes d l d 2 d 3 s l s 2 , so bildet ebenso dieser mit dem 
Kegelschnitt d v d 2 d$s$m eine Curve des Netzes mit einem Dop- 
pelpuncte in m. Folglich bilden die drei «Seiten des Dreiecks 
d l d 2 d 2i und die drei Kegelschnitte, die demselben Dreieck um- 
geschrieben und bezüglich durch je zwei Scheitel des zweiten 
Dreiecks s x s 2 s 3 beschrieben sind, zusammen die Curve Jacobis 
des Netzes. 

Die Curven des Netzes, die durch einen und denselben 
Punct a gehen, bilden ein Büschel, in welchem sechs Curven 
existieren, die einen Doppelpunct haben (auszer den gegebenen 
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Puncten), nämlich drei Systeme aus einer Geraden und einer 
Curve dritter Ordnung uud drei Systeme aus zwei Kegelschnit- 
ten. Man kann nämlich die Gerade d v d 2 mit der Curve dritter 
Ordnung, die einen Doppelpunct in rf 3 hat und durch a, d lf d 2 , 
8\, 8 2 , s z geht, cnmhinieren oder den Kegelschnitt d i d 2 d z s i s 2 
mit dem Kegelschnitt d v d 2 d 2 s 3 a f u. s. w. 

2. Die Curven des Netzes seien von der fünften Ordnung 
und mögen sechs Doppelpuncte d t , d 2 , d^, d 4 , d & , d 6 gemein 
haben. Ist m ein Punct des Kegelschnitts d i d 2 d 3 d 4 d 5 , so stellt 
dieser zusammen mit der Curve dritter Ordnung, die einen Dop- 
pelpunct in d 6 hat und durch m, d lf d 2 , d 3 , </ 4 , d 5 geht, eine 
Curve des Netzes mit einem Doppelpuncte in m dar. Die Curve 
Jacobis des Netzes ist daher das System der sechs Kegel- 
schnitte, die man durch die gegebenen Puncte d l9 d 2 , d iy rf 4 , tf 5 , 
d 6 beschreiben kann, nenn man sie zu je fünf und fünf com- 
biniert. 

Ein Büschel des Netzes enthält sechs Curven mit einem 
Doppelpuncte, deren jede das System eines Kegelschnitts und 
einer Curve dritter Ordnung ist. 

3. Die Curven des Netzes seien von der fünften Ordnung 
und mögen einen dreifachen Punct /, drei Doppelpuncte d lf d^ 
d s und drei einfache Puncte 8 it s 2t s 3 gemein haben. Ist m 
ein Punct der Geraden td 1 , und man combiniert sie mit der 
Curve vierter Ordnung, welche die Doppelpuncte /, d 2 , d^ hat 
und durch die Puncte m, d ly * l9 s 2 , s 9 geht; oder ist m ein 
Punct des Kegelschnittes td^d^, und man combiniert diesen 
mit der Curve dritter Ordnung, die durch d it d 2 , d 3 , m, s 2 , s 3 
und zweimal durch / geht; oder ist endlich m ein Punct der 
Curve dritter Ordnung, die einen Doppelpunct in t hat und 
durch d x , rfj, d^, s lf 8 2 , 8 3 geht, und man combiniert sie mit 
dem Kegelschnitt td^d^m; so erhält man in jedem dieser drei 
Fälle eine Curve des Netzes mit einem Doppelpuncte in m. 
Folglich bilden die drei Geraden ((d^d^d^), die drei Kegel- 
schnitte Id^dsfa, s 2 , s 3 ) und die Curve dritter Ordnung, die 
durch di, d*, d 3 , g u s 2 , 8 3 geht und einen dreifachen Punct in 
/ hat, zusammen die Curve von Jacobi des Netzes. 

Ein Büschel des Netzes enthält sieben Curven mit einem 
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Doppelpnncte, nämlich drei Systeme aus einer Geraden und 
einer Curve vierter Ordnung und vier Systeme aus einem Ke- 
gelschnitt und einer Curve dritter Ordnung. 

4. Die Curven des Netzes seien von der n-ten Ordnung 
und haben einen (n — l)-fachen Punct o und 2(n — 1) einfache 
Puncte s lt s 2 > • •••>*«'(n— i) gemein*). Ist m ein Punct der Gera* 
den os lt und man combiniert diese Gerade mit der Curve (n— l)-ter 
Ordnung, die in o einen (n — 2)- fachen Punct hat und durch m, 
s 2 f s$, .... >*a(m— l) geht, oder wenn m ein Punct der Curve C%— i 
der (n — l)-ten Ordnung ist, die einmal durch s l9 ••••» *2(n-*) 
und (n — 2)-mal durch o geht, und man diese Curve mit der 
Geraden mo combiniert, in jedem dieser Fälle erhält man eine 
Curve des Netzes mit einem Doppelpnncte in m. Die 2(w — 1) 
Geraden o{s x , s 2 , . . . . , s 2 ( n — i) und die Curve Cn—i bilden daher 
gemeinschaftlich die Curve von Jacobi für das Netz. 

Betrachtet man das Curvenbü'schel des Netzes, das durch 
einen weiteren beliebigen Punct s 0 gehen musz, so zerfallt, 
wenn eine Curve dieses Büschels einen Doppelpunct auszer 
dem (n — l)-fachen Puncte o hat, diese noth wendiger« eise in 
eine Gerade und in eine Curve («— l)-ter Ordnung. Und wirk- 
lich, verbindet man die Curve K r der (» — l)-ten Ordnung, die 
(n — 2)-mal durch o und auszerdem durch die Puncte # 0 , s lP 
s 2t s 2 (n-i) mit Ausnahme des einen s r geht, mit der Gera- 
den, die diesen ausgelaszenen Punct mit o verbindet, so hat 
man offenbar eine Curve des Büschels, welche auszer in o im 
Durchschnittspuncte der Curve K r mit der Geraden os r einen 
Doppelpunct hat. Auf diese Weise erhalten wir 2« — 1 Curven 
des Büschels, die einen Doppelpunct haben, und diese 2n — 1 
Doppelpuncte zusammen mit dem (n — l)-fachen Punct o, der für 
(n — 2)(3n — 2) Doppelpuncte gilt (m. s. den Zusatz zu Nr. 88), 
geben genau die 3(fi — l) 2 Doppelpuncte des Buscheis. U. s. 
w., u. s. w. 



*) Cr emona, JSulle trasformazioni geometriche delle fiyure piune (Me- 
morie dell* Accademia di Bologna, serie 2«, tomo 2°, Bologna 1863). — 
Jonquiires, De la transformation g€om€trique des figures planes. (Nouvelle 
Annales de mathematiques, 2« sene, tom. 3», Paris 1864). — Jonquieres , 
Du contact des courbes planes etc. (ibidem). 

Crcmona, Ebene Curven. 18 
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Heber TBetxe von Hegelschnitten. 

1. Es ist ein Netz Kegelschnitte gegeben, man betrachtet 
dasselbe als ein Netz erster Polaren einer unbekannten Curve 
dritter Ordnung und soll dann die Pole bestimmen. 

Es seien A x , A*> A 3 drei Kegelschnitte des Netzes, die nicht 
demselben Büschel angehören. Die beiden ersten seien zwei 
Paar Gerade, die sich bezüglich in o x und 0 2 schneiden, der 
dritte gehe durch 0% und o 2 . Es sei ferner o B der dritte Dia- 
gonalpunct des durch die vier Durchschnittspuncte von A x und 
4 a gebildeten Vierecks, und a l9 o», a 9 seien die unbekannten 
Pole der drei gegebenen Kegelschnitte. Da die gerade Polare 
von in Bezug auf A x mit der geraden Polare von a x in Be- 
zug auf A* zusammenfallen musz, so ist diese Gerade jeden- 
falls O x O Zy und folglich liegen a, und bezüglich in o ± 0 3 und 
o z O v . Die Polare von a x In Bezug auf A s musz gleichzeitig die 
Polare von «3 in Bezug auf 4, sein, das heiszt, sie musz durch 
gehen, so dasz a k auf der Tangente von A 3 in o t liegt. Dem 
analog liegt auf der Tangente von A z in o a . Nachdem die 
Puncto a L , <h construiert sind, seien O 2 0 2 die respectiven 

Polaren in Bezug auf A 3 . Diese Geraden sind dann auch die 
Polaren von a 3 in Bezug auf Ag und und folglich ist 03 der 
Punct, in welchem der zu O t 0i in Bezug auf die beiden Gera- 
den A\ harmonisch conjugierte Stral, deu zu o a e a in Bezug auf 
die beiden Geraden A 2 harmonisch conjugierten Stral schneidet. 

Nachdem so die Pole der drei Kegelschnitte A lt A%, A a 
gefunden sind, so ist der Pol eines andern Kegelschnittes A 
des Netzes der Pol in Bezug auf A 3 der geraden Polare von 
03 in Bezug auf A. 

Auf folgende Weise findet man ferner die Durchschnitts- 
puncte der Fundamentalcurve dritter Ordnung mit einer belie- 
bigen Transversale R. Ist x ein Punct von Ä, so schneidet 
seine conische Polare R in zwei Puncten y. Umgekehrt ist, 
wenn durch einen auf R beliebig angenommenen Punct y die 
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conische Polare eines Punctes von R geht, der Pol x der 
Durchschnitt von R mit der geraden Polare von y. Die Puncte 
y bilden daher eine quadratische Involution, die der einfachen 
Punctreihe der Puncte x projectivisch ist. Die drei gemein- 
schaftlichen Puncte der zwei Reihen sind die Puncte von R, 
welche auf ihren respectiven conischen Polaren liegen, das 
heiszt, sie sind Puncte der Fundaraentalcurve. 

2. Wir gelangen jetzt zu speciellen Fällen. Wir nehmen 
zuerst an , in dem Netze befinde sich ein Kegelschnitt R 2 , der 
aus einer zweimal genommenen Geraden R besteht. Jeder 
Punct dieser Geraden ist Pol eines Kegelschnittes mit einem 
Doppelpuncte, auszerdem bilden aber die Polarkegelschnitte der 
Puncte einer Geraden ein Büschel, es gibt daher in dem Netze 
ein Büschel, deszen Kegelschnitte sämmtiieh einen Doppelpunct 
haben. Ein solches Büschel ist aber notwendigerweise ein 
Büschel von Geradenpaaren in Involution, deszen Doppelstralen, 
jeder doppelt gezählt, zwei neue Kegelschnitte P 2 , Q 2 des Netzes 
bilden. Da nun jeder Punct von R der Pol einer conischen 
Polare ist, die aus zwei sich im Puncte P'Q schneidenden 
Geraden besteht, so ist umgekehrt dieser Punct der Pol des 
Kegelschnittes R 2 . Daraus folgt nach Nr. 79., dasz PQR ein 
Dreiseit ist, von dein jede Seite, doppelt gezählt, die conische 
Polare des Gegenscheitels ist. 

Diese drei Kegelschnitte P 2 S Q 2 , R 2 genügen in Folge ihrer 
Specialnatur nicht, um das ganze System der Pole zu indivi- 
dualisieren, das heiszt, die Aufgabe, die Fundamcntalcurve zu 
bestimmen, ist unbestimmt. Dieselbe wird bestimmt, wenn 
man für einen wirklichen Kegelschnitt des Netzes einen belie- 
bigen Punct, der aber nicht auf den Geraden P> Q, R liegt, als 
Pol annimmt*). 

Der Kegelschnitt des Netzes, der durch zwei gegebene 
Puncte o, o' geht, bestimmt sich durch die Methode der Nr. 77a. 



*) Sind nämlich drei Kegelschnitte A, B, C gegeben, die ein und dem- 
selben Dreieck conjugiert sind, und sind , wenn a ein beliebiger Punct ist, 
6 und c diejenigen Puncte, deren Polaren in Bezug nuf A bezüglich die Po- 
laren von o in Bezug auf B und C sind, so zeigt sich leicht, dasz die Po- 
lare von 6 in Bezug auf C die Polare von c in Bezug auf B ist. 

18* 
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Der Kegelschnitt des Büschels (P 2 , der durch o geht, ist 
ein Paar Gerade, die mit P, Q ein harmonisches System bil- 
den; analog ist der Kegelschnitt des Büschels (P 2 , /f 2 ), der 
ebenfalls durch 0 geht, ein Geradenpaar, das mit P, R ein har- 
monisches System bildet. Diese beiden Kegelschnitte bestimmen 
durch ihre gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte ein vollstän- 
diges Viereck, deszen Diagonaldreieck PQR ist. Der gesuchte 
Kegelschnitt ist nun derjenige, welcher durch die Scheitel 
dieses Vierecks und durch o' geht. Für ihn ist also PQR ein 
conjugiertes Dreieck. Alle Kegelschnitte des Netzes sind folg- 
lich demselben Dreieck conjugiert. 

Die Curve von Hesse ist in diesem Falle durch die drei 
Geraden P, Q, R gebildet und es ist folglich nach Nr. 145. die 
Fundamentalcurve dritter Ordnung äquianharmoniscb. 

Aus dem Vorhergehenden folgt offenbar, dasz es in dem 
Netze keinen vierten Kegelschnitt geben kann, der aus einem 
Paar zusammenfallender Geraden besteht. Jede Gerade nämlich, 
die zweimal genommen eine conische Polare bildet, ist notwen- 
digerweise ein Teil der Curve von Hesse, und diese kann, 
da sie von der dritten Ordnung ist, nicht mehr als drei Gerade 
enthalten. 

2. Wir haben eben gesehen, dasz, die Existenz eines 
Kegelschnitts R 2 (eine doppelt genommene Gerade) vorausge- 
setzt, es nötig ist, damit die Kegelschnitte des Netzes ein 
System von Polaren bilden, dasz die Puncte der Geraden R 
Pole von Kegelschnitten sind, die aus Geradenpaaren in Involu- 
tion bestehen. Hat diese Involution zwei von einander und von 
R verschiedene Doppelstralen P, Q, so haben wir den vorher- 
gehenden Fall der Nr. 2. Wir nehmen also jetzt an, die bei- 
den Doppelstralen fielen zusammen, das heiszt, alle Geraden- 
paare hätten einen gemeinschaftliche Gerade P. In diesem Falle 
fallen von den drei Seiten des Dreiecks PQR zwei P, Q zusam- 
men (oder die Curve von Hesse besteht aus der Geraden P 
zweimal genommen und aus der Geraden R). Die Puncte von 
P sind daher Pole von Kegelschnitten, die aus Geradenpaaren 
bestehen, die mit P und R harmonisch conjugiert sind. Die 
Puncte von R dagegen sind Pole von Kegelschnitten, die aus 
einer festen Geraden P und einer beweglichen Geraden zusam 
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meiigesetzt sind, die sich um einen festen Punct o von P dreht 
Der Punct PR, der beiden Geraden angehört, wird dann der 
Pol des Kegelschnitts P* sein, und der Punct o, der lür die 
conischen Polaren von R ein Doppelpunct ist, hat zur conischen 
Polare Ä 2 . 

Es folgt weiter, dasz alle Kegelschnitte des Netzes P im 
Puncte PR berühren, und dasz in Bezug auf diese o der Pol 
der Geraden R ist. Und da der Punct PR die conische Polare 
P 2 hat, so hat die Fundamentakurve dritter Ordnung in dem- 
selben Puncte eine Spitze mit der Tangente P. Die Gerade R 
aber, die im vorhergehenden allgemeinern Falle drei Wende- 
puncte der Curve enthielt, verbindet im gegenwärtigen Falle 
die Spitze der Curve mit ihrem einzigen Wendepuncte. Die 
conische Polare des Wendepunctes ist aus der Geraden P und 
der Wendetangente zusammengesetzt, und der Punct o ist da- 
her der Durchschnittspunct der Tangenten im Wende- und 
Rü'ckkehrpuncte. 

Man gelangt zu dem eben betrachteten Fall auch, indem 
man annimmt, dasz im allgemeineren Falle der Nr. 2. einer der 
Doppelstralen der Involution der Geradenpaare, welche die co- 
nischen Polaren der Puncte von R bilden, mit dieser Geraden 
R selbst zusammenfällt. Iii Summa besteht also der Charakter 
unseres Falles darin, dasz zwei Seiten des den Kegelschnitten 
des Netzes conjugierten Dreiecks aufeinander fallen. 

4. Es kann der noch speziellere Fall eintreten, dasz die 
Geraden P, Q, R alle in eine einzige Gerade P zusammen- 
fallen. Dann ist jeder Punct von P der Pol eines Kegelschnit- 
tes, der aus der Geraden P selbst und einer zweiten variablen 
Geraden zusammengesetzt ist, welche sich um einen festen 
Punct 0 von P dreht, und o ist der Pol des Kegelschnittes 
P 8 . Alle Puncte von P gehören daher der Fundamentakurve 
dritter Ordnung an, die folglich aus der Geraden P und einem 
Kegelschnitt zusammengesetzt ist, der P in o berührt. Alle 
Kegelschnitte des Netzes haben in o eine dreipunctige Berüh- 
rung mit der gemeinschaftlichen Tangente P. 

Natürlich ist in diesem Falle die Curve von Hesse die 
Gerade P dreimal genommen. 
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5. Die vorhergehenden Betrachtangen zeigen, dasz, wenn 
das Netz einen Kegelschnitt P a enthält» oder zwei Kegelschnitte 
P a , B 2 , es, damit es eine Fundamentalcurve gibt, notwendig ist, 
dasz sich die Kegelschnitte des Netzes als einem Dreieck con- 
jugiert ansehen laszen, von dem alle drei oder nur zwei Seiten 
zusammenfallen, das heiszt, es ist im ersten Falle nötig, dasz 
alle Kegelschnitte des Netzes unter sich eine dreipunctige Be- 
rührung mit der gemeinschaftlichen Tangente P eingehen, und 
im zweiten Falle, dasz die Kegelschnitte des Netzes eine der 
Geraden P, R in dem Durchschnittspuncte derselben berühren, 
und in Bezug auf die zweite einen festen Pol haben *). Wenn 
aber das Netz ein oder zwei Kegelschnitte enthält, die aus 
einem Paar zusammenfallender Geraden bestehen, und die obi 
gen Bedingungen sind nicht erfüllt, so bilden die Kegelschnitte 
kein System erster Polaren. So bestimmen z. B. zwei Kegel- 
schnitte, in Bezug auf die zwei Puncto a, b einer Geraden P 
conjugiert sind, und der Kegelschnitt P 2 ein Netz, das keine 
Fundamentalcurve zuläszt. Die Curve von Hesse ist in diesem 
Falle aus der Geraden P und einem Kegelschnitt zusammen- 
gesetzt, der durch a und b geht. 

6. Haben die Kegelschnitte des Netzes einen, zwei oder 
drei Puncto gemein, und existiert in den beiden ersten Fällen 
kein Kegelschnitt Ä 2 , so gibt es eine Fundamentalcurve, die 
ein, zwei oder drei Doppelpuncte besitzt, das heiszt, sie ist im 
zweiten Falle das System einer Geraden und eines Kegel- 
schnittes, im dritten das System dreier Graden. 

Wenn aber die Kegelschnitte des Netzes sich in einem 
Puncte berühren, und in einem zweiten Puncte schneiden, so 
ist die Gerade, welche die beiden Puncte verbindet, zweimal 
genommen, ein Kegelschnitt des Netzes. In diesem Falle würde 
es also keine Fundamentalcurve dritter Ordnung geben. 

7. Alles in Allem schlieszen wir also, dasz die Aufgabe: 
„Gegeben ein Net* Kegelschnitte, man soll eine Fundamental- 



*) Die zweite Bedingung ist eine Folgerung aus der ersten, wenn man 
das Netz sich durch die Kegelschnitte P 2 , R* und einen dritten Kegelschnitt 
bestimmt denkt, der P oder R im Puncte PR beröhrt. 
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curve dritter Ordnung finden, in Bezug auf welche die Kegel- 
schnitte die Polaren der Puncte der Ebene eind", eine, und 
zwar eine einzige Auflösung zuläszt, sobald das Netz kein 
Paar .zusammenfallende Gerade enthält. Gibt es drei solche 
Paare, so gibt es eine unbegrenzte Zahl von Auflösungen. Gibt 
es dagegen ein einziges Paar oder zwei zusammenfallende Ge- 
radenpaare, so ist das Problem entweder unmöglich oder unbe- 
stimmt. 

In den Fällen aber, in denen es unendlich viele Lösungen 
gibt, wird die Aufgabe bestimmt, wenn man für einen Kegel- 
schnitt des Netzes, der nicht aus einem Paar zusammenfallen- 
der Geraden besteht, beliebig den Pol bestimmt. 



Heber Reihen von Kegelschnitten. 

Schon in Nr. 111 W*.*) haben wir bemerkt, dasz bei An- 
wendung des allgemeinen Theorems in Nr. 85. zur Bestimmung 
der Kegelschnitte einer Reihe vom Index ft, welche eine ge- 
gebene Gerade berühren, die resultierende Zahl 2ft nicht blos 
die wirklichen Kegelschnitte umfaszt, die die Aufgabe lösen, 
sondern auch Systeme von zusammenfallenden Geraden. In der 
That schneidet ein beliebiger Kegelschnitt der Reihe die gege- 
bene Gerade in zwei Puncten; fallen diese zusammen, so löst 
der Kegelschnitt die Aufgabe. Diese beiden Puncte können 
nun aber nicht blos dann zusammenfallen, wenn wir einen wirk- 
lichen Kegelschnitt haben, der die gegebene Gerade berührt, 
sondern auch wenn in der Reihe ein Kegelschnitt existiert, der 
aus dem Systeme zweier Puncte besteht, da in letzterem Falle 
der Kegelschnitt als Ort betrachtet eine einfache Gerade ist, 
die aber zweimal gezählt ist, und folglich die beiden Durch- 
schnittspuncte mit der gegebenen Geraden in einen Punct zu- 
sammenfallen. 

*) Man sehe auch das Giornale di Matematiche di Xapoli: tomo 1».' 
1863, p. 225; tomo 2«., 1864, p. 17 unft 192. 
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Man sieht nun leicht, dasz dergleichen Ausnahmekegel- 
schnitte nicht blos in Specialfällen existieren, sondern auch in 
allgemeinen, weil, wenn eine Curve zweiter Classe sich in zwei 
Puncte auflösen soll, man nur einer Bedingung genüge zu 
leisten braucht. Eine Reihe von Kegelschnitten enthält daher 
im Allgemeinen eine bestimmte Anzahl von Systemen zweier 
zusammenfallender Geraden. 

Es sei nun p die Zahl solcher Systeme, oder wenigstens 
die Zahl der Losungen, die durch diese Systeme für die Auf- 
gabe, eine Gerade zu berühren, sich ergeben, so ist die Zahl v 
der wirklichen Kegelschnitte, welche die Aufgabe lösen, gleich 
v =2ft— jp. Die Zahl p hängt von der Natur der vier gemein- 
schaftlichen Bedingungen ab, denen die Kegelschnitte der 
Reihe unterworfen sind, und kann für verschiedene Reihen 
auch verschiedene Werte haben, selbst wenn sie dieselben In- 
dices haben. (Z. B. bilden sowol die einem Dreieck eingeschrie- 
benen und eine vierte Gerade berührenden Kegelschnitte, als 
die einem Vierseit eingeschriebenen eine Reihe vom Index 2, 
aber im ersten Falle ist p = 0, im zweiten p = 3). Die Zahlen 
(i und p, von denen v Function ist, sind von. einander unab- 
hängig und beide zur genauen Erklärung der Reihe notwendig, 
die man daher nicht mit dem einfachen Index fi bezeichnen 
darf, sondern mit den beiden Zahlen p, p, sobald man bei der 
Bestimmung der Kegelschnitte, welche einer fünften gegebenen 
Bedingung genügen, diejenigen Lösungen ausschlieszen will, die 
den Systemen zweier zusammenfallender Geraden entsprechen. 

Reciprok: Eine Reihe Kegelschnitte enthält im Allgemei- 
nen eine bestimmte Zahl von Paaren nicht zusammenfallender 
Geraden. Ein beliebiger Kegelschnitt der Reihe wird von zwei 
Geraden berührt, die von einem gegebenen Puncte ausgehen. 
Fallen diese beiden Geraden zusammen, so schlieszt man, dasz 
der Kegelschnitt durch den gegebenen Punct geht. Aber dieses 
Zusammenfallen hat auch Statt, welches auch der gegebene 
Punct sei, wenn der Kegelschnitt ein Paar in einem Puncte 
sich kreuzender Geraden ist. Ist daher v die Zahl der Kegel- 
schnitte der Reihe, welche eine gegebene Gerade berühren, 
und q die Zahl der Kegelschnitte, die einen Doppelpuuct haben, 
(Zahlen, mittelst deren man .flie Reihe definieren kann), so ist 
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die Zahl p der wirklichen Kegelschnitte der Reihe, die durch 
einen gegeben Punct gehen, gleich fi = 2v-f q. 

Von den Zahlen p, v, p, q können, da sie unter sich 
durch zwei lineare Gleichungen verbunden sind, zwei beliebige 
als unabhänge Charakteristiken dienen, um die Reihe zu be- 
zeichnen. Es ist natürlich, zwei Charakteristiken zu wählen, 
die sich correlativ entsprechen, wie fi und v. So hat C 'hast es*) 
gethan, der zuerst gezeigt hat, dasz zur Definition einer Reihe 
nicht ein einziger Index genügt, sondern zwei unabhängige 
Variable nötig sind. Nun geben die obigen Gleichungen 

p = s 2(i—v, q = 2v — iL 

und lassen so erkennen, wieviel Punctpaare und wieviel Gera- 
denpaare, das heiszt, wieviel Kegelschnitte mit Doppeita ngenten 
und wieviel Kegelschnitte mit einem Doppel punct in einer Reihe 
existieren, deren Charakteristiken p und v sind. 

a 

Gemäsz dem in Nr. 111 bis. schon bewiesenen Satze hat man 
für einen Kegelschnitt, 



der durch 4 Puncte geht 






v = 2; 


»* » 3 ,, 


»» 


und 1 Gerade berührt 




v = 4; 


»» t» 2 ,, 


»» 


»> 2 „ ,, 


f* = 4, 


v ss 4; 


»» i» 1 »» 


»» 


»» 3 „ „ 


i* = 4> 


v = 2; 






der 4 


f* = 2, 


v = l. 



Sind die vier Bedingungen von anderer Natur, so dienen die 
zahlreichen und zum grüszten Teile neuen Theoreme die Chas- 
tes neuerlich ausgesprochen hat, und die eine ausgebreitete 
und sehr wichtige Theorie der Kegelschnitte bilden, zu der 
Bestimmung der Charakteristiken**). Wir werden hier einige 
Beispiele geben: 

Lehrsatz 1. Der Ort der Pole einer Oeraden in Bezug 
auf die Kegelschnitte der Reihe (fi, v) ist eine Curve der 
v~ten Ordnung. 



*) Comptes rendus, 15. feVrier 1864. 

**) Comptes rendus, 15. ferner, 7. mar«, 27. juin, 4. et 18. juillet, l«r 
et 22. aoüt, 1864. 
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Denn nur diejenigen Pole liegen auf der Geraden, welche 
Kegelschnitten entsprechen, die dieselbe Gerade berühren; diese 
-trifft also den Ort in so viel Puncten, als es Kegelschnitte 
gibt, die sie berühren. 

Lehrsatz 11. (Correlat zu 1.) Die Polaren eines gege- 
benen Punctes in Bezug auf die Kegelschnitte der Reihe 
(p, v) umhüllen eine Curve der \L-ten Classe. 

Lehrsatz III. Der Ort eines Punctes, deszen Polare 
in Bezug auf einen Kegelschnitt der Reihe (p,. v) mit der 
geraden Polare desselben Punctes in Bezug auf eine Curve 
K m-ler Ordnung zusammenfällt, die einen r- fachen Punct 
o mit s in eine Oerade R zusammenfallenden Tangenten 
hat, ist eine Curve der [n(m— l)+v]-ten Ordnung mit 
ft(r-l) durch o gehenden Zweigen, von welchen ft(*— 1) 
die Gerade R berühren. Letztere hat in o mit dem Orte 
l*.r gemeinschaftliche Puncte. 

Es sei L eine beliebige Transversale und a ein beliebiger 
Punct von L. Die gerade Polare von a in Bezug auf K hat 
dann ihre Pole in Bezug auf die Kegelschnitte der Reihe nach 
Lehrsatz I. auf einer Curve v-ter Ordnung liegen, die L in v 
Puncten a' schneidet. Nimmt man umgekehrt beliebig auf L 
den Punct a\ so bilden nach Lehrsatz II. die geraden Polaren 
von a* in Bezug auf die Kegelschnitte der Reihe eine Curve 
der fi-ten Classe die n(m — l) gemeinschaftliche Tangenten mit 
der Curve (w— - l)-ter Classe hat, der Einhüllenden der geraden 
Polaren der Puncte von L in Bezug auf K. (Nr. 81a.)- Diese 
Tangenten bestimmen auf L ebenso viele Puncte a, und da a 
ein Punct des Ortes ist, sobald er mit einem der entsprechen- 
den Puncte a' zusammenfallt, so enthält L u(m — l) + v Puncte 
des gesuchten Ortes. 

Geht L durch o, so umhüllen nach Nr. 810. die geraden 
Polaren ihrer Puncte in Bezug auf K eine Curve der (m — r)- 
ten Classe. Der Punct 0 ist also der Ort für ft(r— 1) Durch- 
schnittspuncte, das heiszt, durch 0 gehen p(r — 1) Zweige des 
Ortes. Die Tangenten an diese p(r — 1) Zweige sind offenbar 
die harmonischen Axen des Büschels der v Tangenten von K in 
Bezug auf die f* Geraden, welche in o die (x Kegelschnitte der 
Reihe berühren, die durch diesen Punct gehen. Daraus folgt 
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nach Nr. 19., dasz, wenn eine Gerade R s Zweige von K be- 
rührt, sie auch p(s — J) Zweige des Ortes berührt. 

Nimmt man nun an Stelle der beliebigen Transversale L die 
Gerade R an, die s Zweige von K berührt, so werden die gera- 
den Polaren in Bezug auf K der Puncte von L von einer Curve 
der [fli — (r+l)]-ter» Classe umhüllt, das heiszt, o stellt in die- 
sem Falle fi.r Durchschnittspuncte von L und dem Orte vor. 
Dieser Ort hat daher m[n(m — \) + v] — n[r(r — \) + s—l] Durch- 
schnittspuncte mit der Curve K auszer o. Diese Zahl kann 
auch so ausgedrückt werden: (in + vm, wenn nur n die Classe 
von K ist. Daraus folgert man : 

Lehrsatz IV. In einer Reihe (p, v) gibt es pn + vm 
Kegelschnitte, die eine gegebene Curve m-ler Ordnung und 
n-ler Ciasse berühren. 

Lehrsatz V. Der Ort der Durchschnittspuncte der 
gemeinschaftlichen Tangenten einer Curve K der n-ten 
Classe und der Kegelschnitte einer Reihe (p, v) ist von 
der Ordnung (2n — l)v. 

Eine beliebige Tangente von K berührt nämlich v Kegel- 
schnitte der Reihe, und wird von andern (2» — l)v diesen Ke- 
gelschnitten und K gemeinschaftlichen Tangenten in (2n— l)v 
Puncten geschnitten, die dem Orte angehören. 

Lehrsatz VI. (Correlat zu V.) Die gemeinschaftlichen 
Sehnen einer Curve m-ter Ordnung und der Kegelschnitte 
einer Reihe (fi, v) werden von einer Curve der (2w»— 1)^- 
len Classe umhüllt. 

Lehrsatz VII. Der Ort der Berührungspuncte der 
Tangenten, die von einem gegebenen Puncte o an die Ke- 
gelschnitte einer Reihe (u, v) gezogen sind, ist eine Curve 
der ((i+v)-ten Ordnung, die p-mal durch o geht. 

Dieser Lehrsatz ist so unmittelbar klar, dasz er keines Be- 
weises bedarf. Sein Correlat ist: 

Lehrsatz VIII. Die Tangenten der Kegelschnitte einer 
Reihe (p, v) in den Puncten, wo diese von einer gegebenen 
Geraden geschnitten werden, werden von einer Curve 
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(ji + v)-ter Classe umhüllt, die die gegebene Gerade in v 
Puncten berührt. 

Diese Curve hat n({* + v) gemeinschaftliche Tangenten mit 
einer Curve der n-ten Classe, folglich entsteht: 

L e h r e a t z IX. Die Berührung spunde der Kegelschnitte 
einer Reihe {p, v) mit den gemeinschaftlichen Tangenten, 
die sie mit einer Curve n-ler Classe haben, liegen auf 
einer Curve der n(ft |- v)-ten Ordnung. 

Und hiervon das Correlat: 

Lehrsatz X. Die Tangenten an die Kegelschnitte ei- 
ner Reihe (p, v) in den Puncten, wo diese von einer Curve 
m-ter Ordnung geschnitten werden, umhüllen eine Curve 
der m((i \v)-ten Classe. 

Lehrsatz XI. Die Zahl der Kegelschnitte einer Reihe 
(ft, v), die einen gegebenen Abschnitt ab harmonisch teilen, 
ist pt, und die Zahl der Kegelschnitte derselben Reihe, 
für welche %wei gegebene Gerade A, B conjugiert sind, 
ist v. 

Denn die Polaren von a werden nach Lehrsatz 11. von 
einer Curve fi-ter Classe umhüllt, die fi in b sich schneidende 
Tangenten hat, und die Pole von A liegen nach Lehrsatz I. auf 
einer Curve v-ter Ordnung, die v Puncte auf B hat. 

Ebenso lässt sich sehr leicht beweisen: 

Lehrsatz XII. Zieht man von jedem Puncte a einer 
Geraden L Gerade nach den Polen einer Geraden D in 
Bezug auf die Kegelschnitte einer Reihe ((i, v), die durch a 
gehen, so werden diese Geraden von einer Curve (p-|-2v)- 
ter Classe umhüllt, welche \-v-mal L berührt. 

Daraus folgt: 

Wenn man von einem gegebenen Puncte Gerade nach 
den Polen einer festen Geraden in Bezug auf die Kegel' 
schnitte einer Reihe (p, v) zieht, so liegen die Durchschnitts- 
puncte dieser Geraden mit den Kegelschnitten auf einer 
Curve (u -f "lv)-ter Ordnung. 
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Lehrsatz XIII. Legt man durch die Pole p einer Ge- 
raden D in Bezug auf die Kegelschnitte einer Reihe (p, v) 
conjugierte Geradenpaare pa, pa' in der Art, dasz pa durch 
einen festen Puncl o geht, so umhüllt die Gerade pa' eine 
Curve der (ft -f- v)-ten Classe, für welche D eine v- fache 
Tangente ist, 

D berührt v Kegelschnitte der Reihe, nimmt man nun einen 
Berührungspunct als Punct p an, und zieht die Grade pa, so 
so ist diese zu D conjugiert, und D stellt daher v Tangenten vor. 

Es sei nun i ein beliebiger Punct, und man ziehe durch 
ihn eine beliebige Gerade ia lt die D in a, schneidet. Dann ent- 
hält ia x nach Lehrsatz I. v Pole von D, und verbindet man diese 
mit 0, so schneiden die zu den Verbindungsgeraden conjugierten 
Geraden D in v Puncten a'\ das heiszt, dem Puncte a x ent- 
sprechen v Puncte a'. Nimmt man umgekehrt den Punct a' be- 
liebig auf D an, so umhüllen seine Polaren eine Curve der 
ft-ten Classe (nach Lehrsatz II.), und es gehen also p Polaren 
durch 0. Die Geraden, die man durch die Pole von D in Bezug 
auf die ft entsprechenden Kegelschnitte nach t zieht, schneiden 
D in Puncten a x . Es gibt also /* + v Gerade ia x deren jede 
mit einer der entsprechenden ia' zusammenfällt, folglich u. s. w. 

Lehrsatz XIV. Zieht man durch jeden Puncl a einer 
Geraden D Gerade nach den Polen einer andern Geraden 
D' in Bezug auf die Kegelschnitte einen Reihe (fi, v), die 
durch a gehen, so liegen die Puncte, in welchen diese 
Geraden die Kegelschnitte schneiden, auf einer Curve 
(l* \ 2v)-ter Ordnung, für welche der Puncl DD' ein p-fa- 
cher ist. 

Der Punct DD' ist p-fach, weil durch ihn fi Kegelschnitte 
der Reihe gehen, und er, wenn man ihn mit den entsprechen- 
den Polen von D' verbindet, p Gerade liefert, welche dieselben 
Kegelschnitte in dem obigen Puncte schneiden. Auszerdem 
schneidet D v Kegelschnitte, deren Pole auf D liegen, in 2v 
Puncten, und folglich u. s. w. 

Lehrsatz XV. Zieht man durch einen Puncl o Tan- 
genten an die Kegelschnitte einer Reihe (y, v), so werden 
die Geraden, welche von den Berührung spuneten nach 
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den Polen einer gegebenen Geraden D gezogen sind, von 
einer Curve der (2(i+v)-ten Classe umhüllt. 

* 

Durch o gehen (i Kegelschnitte der Reihe, und also auch 
ebensoviele Gerade, die nach den entsprechenden Polen von 
D gezogen sind. Auszerdem gehen durch o ft-f v Tangenten 
der von den Tangenten der Kegelschnitte in den Puncten, wo 
sie von D geschnitten werden, umhüllten Curve (Lehrsatz VIII.). 
Folglich u.s. w. Es folgt noch: 

Lehrsatz XVI. Zieht man von einem festen Puncte 
Gerade nach den Polen einer gegebenen Geraden D in 
Bezug auf die Kegelschnitte einer Reihe (fi, v), so umhül- 
len die Tangenten in den Puncten, wo diese Geraden die 
Kegelschnitte schneiden, eine Curve (2ft + v)-ter Classe, 
für welche D eine v-fache Tangente ist. 

Lehrsatz XVII. Zieht man durch den Pol p einer 
Geraden D in Bezuff auf jeden Kegelschnitt einer Reihe 
(p, v) zwei Gerade pa, pa', deren erste durch einen festen 
Puncl o geht, und die einen gegebenen Abschnitt ef der Ge- 
raden D in einem gegebenen Doppelverhällnisz schneiden, 
so umhüllt die Gerade pa' eine Curve der ^v-ten Classe, 
ßr welche oe, of und D v-fache Tangenten sind. 

Die einzigen Tangenten durch O sind nämlich oe und of 
und jede derselben repräsentiert v-mal die Gerade pa' in Folge 
der v Pole, die sie enthält. Auch D repräsentiert v Gerade pa', 
wegen der v Kegelschnitte, die sie berührt. 

Lehrsatz XV III. Zieht man für jeden Kegelschnitt 
einer Reihe (ft, v) durch den Pol p einer gegebenen Gera- 
den D zwei conjugierte Gerade pa, pa 4 , die einen gegebenen 
Abschnitt ef von D in einem gegebenen anharmonischen 
Verhältnisz schneiden, so umhüllt jede dieser Geraden 
eine Curve (f* + v)-ter Classe, ßr welche D eine v-fache 
Tangente ist. 

D ist eine v-fache Tangente in Folge der v Kegelschnitte, 
die sie berührt. Auszerdem gehen durch jeden Punct a von 
D (i Gerade pa, weil a auf D einen andern Punct a' mittelst 
der Bedingung bestimmt, dasz das Doppel verhältnisz (efaa') 
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gegeben sei, und folglich ft Kegelschnitte existieren, die nach 
Lehrsatz XI. aa' harmonisch teilen ; folglich u. s. w. 

Lehrsatz XIX. Zieht man durch den Pol p einer ge- 
gegebenen Gereuten D in Bezug auf jeden Kegelschnitt der 
Reihe (n, v) zwei conjugierte Gerade pa, pa', die einen Ab- 
schnitt ef von D in einem gegebenen Doppelter hältnisz 
schneiden, so schneiden die Geraden pa und pa' die Ke- 
gelschnitte in Puncten, die auf zwei Curven der (2fi+3v)- 
ten Ordnung liegen. 

Wir müszen nachweisen, dasz auf einer beliebigen Geraden 
L von den Durchschnittspuncten der Kegelschnitte mit den 
Geraden pa 2^ -f 3v liegen. Alan nehme auf D einen beliebi- 
gen Punct a und bestimme dann a' der Art, dasz das Doppel- 
verhältnisz (efaa') den gegebenen Wert habe. Durch a' ziehe 
man die Tangenten an die Kegelschnitte, dann enthält L nach 
Lehrsatz VII. \i -f v ßeriihrungspuncte und die Geraden, die 
von diesen Puncten nach den Polen der ft -f- v entsprechenden 
Kegelschnitte gezogen sind, treffen D in fi + v Puncten a v 
Nimmt man umgekehrt auf D beliebig den Punct a lt so gehen 
durch ihn fi + 2v Gerade, deren jede den Pol der Geraden 
D in Bezug auf einen Kegelschnitt der Reihe mit einem Puncte 
a, der diesem und der Geraden L gemeinschaftlich ist, verbin- 
det (Lehrsatz XII.). Die jt-f2v Tangenten der Kegelschnitte 
in den Puncten a treffen D in fi + 2v Puncten ä', denen eben- 
soviel Puncte a entsprechen, bestimmt durch das gegebene 
Doppelverhältnisz. Es wird also (#t -f v) + ({* + 2v) Puncte a 
geben, die mit einem der entsprechenden Puncte a, zusammen 
fallen, oder u. s. tv. 

Lehrsatz XX. Der Ort eines solchen Punctes x, dasz 
die Tangente, die in ihm an einen Kegelschnitt der Reihe 
(p, v), der durch x geht, gelegt ist, und die gerade Polare 
von x in Bezug auf eine Curve K der m-ten Ordnung, 
welche einen r-fachen Punct o mit s in die Gerade R zu- 
sammenfallenden Tangenten hat, sich auf einer festen 
Geraden D schneiden, ist eine Curve der (mp f v)-ten 
Ordnung mit f*(r— 1) Zweigen, die durch o gehen und mit 
n(s— 1) mit R zusammenfallenden Tangenten. Letztere 
Gerade hat in o mit dem Orte p.r Puncte gemein. 
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Wir müszen untersuchen, wieviele Puncto des Ortes auf 
einer Geraden L liegen. Nimmt man beliebig in D den Punct 
a an, so gehen durch ihn nach Lehrsatz VII. ft-f-v Tangenten 
von Kegelschnitten der Reihe, deren Berührungspuncte auf L 
liegen. Die geraden Polaren dieser Puncte in Bezug auf K 
treffen D in f* + v Puncten a'. Umgekehrt gehen durch einen 
Punct o* von D die geraden Polaren in Bezug auf K von m — l 
Puncten von L, den Durchschnittspuncten von L mit der ersten 
Polare von a\ Durch diese Puncte gehen — J) Kegel- 
schnitte der Reihe, deren Tangenten auf D ebensoviele Puncte 
a bestimmen. L zählt daher für p + v + f*(fW — 1) = pm + v 
Puncte des Ortes. 

Die Ordnung des Ortes lässt sich auch unmittelbar bestim- 
men, wenn man beachtet, dasz er fi-mal durch jeden Punct 
geht, in denen D die Curve K schneidet und auszerdem durch 
die Puncte, in denen D Kegelschnitte der Reihe berührt. 

Geht L durch den r-fachen Punct ö, so hat die erste Po- 
lare von a' in o einen (r— l)-fachen Punct, schneidet also L nur 
noch in andern m—r Puncten. Dadurch kommt also, dasz L 
auszer 0 nicht mehr als (i + v + (i(m — r) Puncte des Ortes ent- 
hält, das heiszt, fi(r— 1) Zweige des Ortes gehen durch o. 

Die Tangenten der p(r — 1) Zweige des Ortes in o sind 
offenbar die Tangenten an die ersten Polaren der fi Puncte, in 
denen D von den Tangenten an die ft Kegelschnitte der Reihe, 
die durch o gehen, geschnitten wird. Daraus folgt, dasz, wenn 
K in o 8 Zweige hat, die eine und dieselbe Gerade berühren, 
diese s — l Zweige jeder ersten Polare berühren musz, also 
fi(g — 1) Zweige des Ortes. 

Ist L in o die gemeinschaftliche Tangente der s Zweige 
von K % so berührt sie s — 1 Zweige der ersten Polare von a\ 
die L in noch weiteren m—r — 1 Puncten schneidet. L enthält 
also noch fi-f- v + |u.(m — r — I) Puncte des Ortes, das heiszt, o 
repräsentiert in diesem Falle p.r Durchschnittspuncte von L 
mit demselben Orte. 

Aus diesem Satze kann man augenblicklich den Lehrsatz IV. 
erschlieszen. 

U. s. w., u. s. w. 
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•. 

In den meisten Theoremen, die Chaslea gegeben hat, be- 
merkt man folgende stets wiederkehrende Eigenschaft, dasz die 
Zahl der Kegelschnitte einer Reihe (p, v), welche einer fünften 
gegebenen Bedingung genügen, durch ein Binom von der Form 
an + ßv ausgedrückt ist, worin a, ß von den Charakteristiken 
ft, v unabhängige Zahlen sind, deren eine auch Null sein kann. 
Die Zahl an + ßv hat Chasles den Modulus der vorliegenden 
Bedingung genannt. 

Der Lehrsatz IV. zeigt, dasz, wenn die fünfte Bedingung 
darin besteht, dasz eine Curve j8-ter Ordnung und a-ter Classe 
berührt werden soll, der Modulus genau gleich \- ßv ist. 

Folgendes ist die Methode, die Chasles angibt, um die 
Charakteristiken der Reihe zu berechnen, die durch die Kegel* 
schnitte gebildet wird, welche vier gegebenen Bedingungen ge- 
nügen sollen. Diese Bedingungen mögen durch die Symbole 
Äj , B 2 , B 3 , 2? 4 bezeichnet werden, und ihre Moduln seien 

cf if i + 0i v > «W* + 02 v » t *3f* + 0s v > «4f* + 04 v - Die Zahl der Ke- 
gelschnitte, die durch vier Puncte gehen und der Bedingung 
Z?i genügen, ist was wir folgendermaszen bezeichnen 

wollen : 

Z(4p,Ä l ) = « 1 +2fc»). 

Um ebenso auszudrücken, dasz die Zahl der Kegelschnitte, 
die durch drei Puncte gehen, eine Gerade berühren und der 
Bedingung B x genügen, gleich < la l -^Aß l ist, schreiben wir: 

Z(3p, \g, *,)=2a,+4ft. 

Dem analog hat man: 

Z(2p,2ff,B l ) = 4a l + 4ß l , 
Z0p,3ff,B l ) = ia l +2ß l , 
2^9 >B i ) =<2 ai +ft. 

Das heiszt, die Kegelschnitte, die durch drei Puncte gehen 



*) Der Herr Verfaszer macht mich in der diese Uote begleitenden Zu- 
schrift auf die für die deutsche Uebersctzung höchst zweckmäszig gewählte 
Bezeichnung: p = Punct, g — Gerade, .B rr Bedingung, ^=Zahl aufmerk- 
sam. D. Ucbers. 

Cremona, Ebene Curven. 19 
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und der Bedingung B v genügen, bilden eine Reihe, deren Cha- 
rakteristiken f* = «i +2/3,, v = 2a, + 4/3, sind, was wir auf fol- 
gende Weise bezeichnen wollen : 

(3p,5,) = (a,+2/3,, 2a, +4/5,); 
und dem analog: 

(2p, 5,) = (2a, + 40,, 4«, +413,) ; 
(\p, <Lg, B x ) = (4a, + 40,, 4«, +2/3,); 
(3^,*,) = (4a,+20„ 2a, +0,). 
Ist nun a a ji+/3 a v der Modulus der Bedingung B 2 , so haben wir: 
Z(3p, Ä, 5 a ) = « a (a, + 2/3, ) + & (2a, + 4/3, ) , 
Z(2p, ÄiÄa) = a 2 (2a, +4/3,) + /3 2 (4a, +4/3,), 
2^, 2*i Äa) = ««(4a, + 4/3,) + /3 a (4a, +2/3,) , 
Z(3tf, B l B 2 ) = «„(4a, + 20,) + /5 2 (2a, + /3,) ; 
aus denen folgt: 

(2p, ZW 

= (a,a a + 2(a,/3 2 + /W + 4/3,/S 2 , 2a, a 2 + 4(a,/3 2 + j5,a 2 ) + 4/3,/3 a ), 

(lp, ty, Ä,JBf 2 ) 

== (2^ + 4(a,/3 2 + + 4^/3^ 4a, a 2 + 4(a,/3 2 + fta.) + 2/3,/? a ), 

(2tf, Ä,Ä 2 ) 

= (4a, a» + 4(^/38 + ftc^) + 2/?,/3 a , 4a, a 2 + 2(a,/3 2 + fca^ + fr/3*). 

Nehmen wir jetzt noch die Bedingung B 3 hinzu, so er- 
halten wir: 

Z(2j>, 4^0.) = « 3 {a 1 a 2 + 2(a,/S a +|3ia a ) + 4/3i/S 2 } 

-1- f3 3 { 2a, « 2 + 4(a, ß t + /S, a«) + 4/3, /3 2 } , 

Zi}p t \g, Ä,5 a Ä 8 ) = «al2ai« a + 4(a,/3 a +/3,a a )+4/3,/3 a } 

+ /3 S 1 4a, a 2 + 4 (a, /3 a + /3, a 2 ) + 2/3, /3 2 } , 

Z(2g, * t *A) = «s{4a,a a + 4(a,^ a + /3,a a ) + 2ft/3 a } 

+ Ä> { 4a, a 2 + 2(a t ß t + a a ) + /S, /3 a } ; 

woraus man erhält: 
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292 Zusätze und [HL] 

Wie eine Reihe von Kegelschnitten, die vier gemeinschaft- 
lichen Bedingungen genügen, sich mittelst zweier unabhängiger 
Charakteristiken bestimmen läszt, so kann man ein System von 
Kegelschnitten, die nur drei gemeinschaftlichen Bedingungen 
B iy B 2 , B 3 genügen, mittelst dreier Zahlen l, p, v definieren, 
deren Bedeutung durch 

Z$p t 35) = k , Z( \p, }g,3B) = fi, Z&ff, 35) = v 

gegeben sind, und man kann also die symbolische Gleichung 
aufstellen 

(35) = (A, p, v). 

Aus der oben für die Zahl der Kegelschnitte, welche fünf 
Bedingungen geniigen, gefundenen Formel, leitet man die Werthe 
von il, ft, v als Functionen der Coefficienten (aj,/^), (<x a , ß?), 
(«3> ßs)> der Moduli der drei Bedingungen B lt 5 2 , 5 S ab, nämlich 

k =il + 2»+4tf + 4B), 
ft = 2JI + 4* + 4(£ + 2jG>, 
v = 4il+4S + 2S + D, 

worin der Kürze wegen 
gesetzt ist. 

Ist das Symbol einer doppelten Bedingung und auszerdeni 

fifc WO = {X s y) , (lp, lg, W) = (y, «), (2 ff , W) = (s, t/) ; 

und führt mau in diese Reihen nach der oben auseinanderge- 
setzten Methode von Chasles nach und nach die Bedingun- 
gen B tt 5 2 , B 3 ein, so findet man 

Z(35, W) = a?ü + y* + s£ + tilD. 

Setzt man nun 

xfi + yX + »<£ + t*D = + fyt + cv , 

das heiszt: 
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« + 2& + 4c = x> 2fl + 4* + 4c = y, 

4a+40+2c = «, 4«+2ft+c =ti; 

so hat man zwischen den Gröszen x, y, %, u die Relation: 

(1) 2a?-3y-f 3*-2n = 0 

und für a, b, c die Werte: 

2 f 4a = 2«—», ic = 2x - y, 

[8b = 2(2y — s) — 3(2* - y) 2(2« -y)— 3(2i* — *). 

Für jeden Specialfall ist es nicht schwer die Zahlen x t y t 
z, u zu bestimmen, dann liefern aber die (2) die Gröszen a, b, 
c, und so gelangt man zu der Zahl der Kegelschnitte, welche 
drei einfachen und einer doppelten Bedingung genügen, nämlich 

Z(35, W) = aX + bp + cv *). 

Beispiel 1. Die doppelte Bedingung sei die doppelte 
Berührung mit einer gegebenen Curve W der m-ten Ordnung und 
n-ten Classe, die d Doppelpuncte, x Spitzen, x Doppeltangen- 
ten und t Wendepuncte hat. Nach Nr. 103. ist die Zahl x der 
Kegelschnitte, die durch drei gegebene Puncte gehen und eine 
doppelte Berührung -mit W haben, gleich der Zahl der Doppel- 
puncte einer Curve (2»i + n)-ter Ordnung, 2#i-ter Classe , mit 
d-f£m(f»—l) Doppeltangenten, folglich ist nach Nr. 100. Gleich. (7) 

•2x = 2<5 + 3m(m—\) + n(Am + n - 9). 

Es ist ferner evident, dasz die Zahl der Kegelschnitte der 
Reihe (2p, W), die aus einem PaarPuncten bestehen, gleich ist: 

2x—y = 2m(m-l) 

also 

j/ = 2<5 + mim — 1) + n(4m + 9). 

Die Zahlen s, u sind die Correlate von y und x, also gleich 

z = 2t + n(it— 1) + m(4n + m — 9), 
2m = 2t + 3»(#i— 1) + m(4#i + m - 9). 

*) M. s. d. Comptes rendus, 7. novembre 1864, p. 776. 
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Der Relation (I) wird genügt, und die Gleichungen (2) geben: 

4a = 2n(n-l), 4c = 2m(m — 1), 

8ft = 8m» — (m 2 + »*) — 7(m + ») + 2(d + r) , 

oder auch nach Nr. 99., Gleichung (1) und (*2): 

Sö — Smn - 9(m + ») - 3(x + 1) . 

Die Zahl der Kegelschnitte des Systems (X, ji, v) also, welche 
eine doppelte Berührung mit der Curve Weingehen, ist: 

*»(» — 1)1 + > [8m»— 9(m + ») -3(x + 0]f* +*m(m— l)v. 

Beispiel 2. Die doppelte Bedingung sei eine dreipunctige 
Berührung mit der Curve W. Die Zahl x ist in diesem Falle 
nach Nr. 103. gleich der Zahl der Spitzen einer Curve der 
(2m + »)-ten Ordnung, 2m-ter Classe, mit x Wendepuncten; folg- 
lich nach Nr. 100. Gleichung (5) gleich : 

x = 3» + x. 

In der Reihe (2p, W) können keine Kegelschnitte existieren, 
die aus zwei Puncten bestehen, folglich ist 

2x~p = 0, 

also 

y = 2(3» + x), 

und hiervon die Correlate 

e = 2(3»i + ti = 3m + 

Der Gleichung (1) ist genügt, da man nach Nr. 100. Gleichung 
(5) identisch * 

3» + x = 3m + 1 
hat, und die Gleichungen (2) geben: 

a = 0, $ = i(3m + 0, c = 0. 

Folglich ist die Zahl der Kegelschnitte des Systems (k, <*, v), 
die eine dreipunctige Berührung mit der Curve W eingehen, 
gleich 

i(3m+iV oder t(3» + »)fi. 
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Beispiel 3. Der doppelten Bedingung substituieren wir 
jetzt zwei einfache Berührungen mit zwei Curven F, V von den 
Ordnungen #», m', und den Gassen », »'. Die Zahl x ist in 
diesem Falle nach Nr. 103. gleich der Zahl der Durchschnitts- 
puncte zweier Curven (2m + »)-ter und (2m'+»')-ter Ordnung. 
Folglich ist 

x — \mm' \ 2(m»'-f m'n) + »»'. 

In der Reihe (2p, F, F') ist die Zahl der Kegelschnitte, die 
aus einem Paar Puncto bestehen nach Nr. IHM*. 

2x — y = Amm\ 

und hieraus erhält man 

y ss 4mm' + 4(m»' + m'n) + 2»»', 
und als Correlate 

s = 4»»' + 4(ot»' -f nm') + 2mm', 

u =ss 4»»' + 2(i»»' + »m') + mm'. 

Diesen Werten gemäsz, die der Relation (1) geniigen, ge- 
hen die Gleichungen (2) 

a — »»', b = mn' -f nm\ c — mm'. 

Folglich ist die Zahl der Kegelschnitte des Systems (A, t u, v), 
welche zwei Curven F, F' berühren, gleich 

»»'*+ (m»' + »m')f*+ mm'v. 

Mit der eben auseinandergesetzten Metbode kann man auch 
die Charakteristiken X, v eines Systemes (B, W) von Kegel- 
schnitten, die einer einfachen und einer doppelten Bedingung 
unterworfen sind, bestimmen. Darauf kann man eine neue 
Doppel-Bedingung W einführen und gelangt so zur Bestim- 
mung der Charakteristiken der Reihe (W, W) und zu der Zahl 
Z(B, W, W") der Kegelschnitte die einer einfachen Bedingung 
und zwei Doppel-Bedingungen Genüge leisten. 
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Druckfehler. 

Die nachfolgenden Druckfehler, die ich zum grossen Teile der genauen 
Revision der Uebersetzung durch den Herrn Verfaszer verdanke, namentlich 
da, wo eine vielleicht nicht ganz klare Stelle, in einer etwas veränderten 
Art zu übersetzen ist, bitte ich vor dem Gebrauche des Buches verbeszern 
zu wollen. Manche der Verbeszerungen sind jedoch, obwohl durch den 
Sinn selbst nicht gefordert, nur auf Wunsch des Herrn Verfaszers aufgenom- 
men, einzelne, die zum Teil die Feinheiten der Sprache betrafen, wie die 
Aenderung denn für das begründende nämlich, habe ich ganz unterdrückt. 
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Seite 248 nach Nr. 148. füge man noch hinzu: Aua dem Vorhergehen- 
den nnd Nr. 132 c. folgt, dasz drei beliebige von den vier Tangenten, welche 
an eine Carve dritter Ordnung C, von einem ihrer Puncto gezogen werden 
können, die geraden Polaren des Berührungspunctes der vierten Tangente in 
Bezug auf die drei sycigetiachen Curven sind, deren Curve von Hesse 
die C s ist. 
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